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  PRESENTACIÓN


  La Escuela Nacional Preparatoria ha trabajado durante 145 años en la formación de jóvenes llenos de ideales y metas por cumplir, con deseos de superación y comprometidos con su país, a quienes tenemos que guiar y conducir hacia el logro de sus éxitos académicos, factores que reforzarán su seguridad personal.


  Las herramientas que adquieran los estudiantes durante esta etapa escolar serán fundamentales, la columna vertebral que sostenga sus estudios profesionales, con lo que el desarrollo de habilidades y actitudes se verá reflejado en su futuro próximo.


  Es nuestra responsabilidad dotar a los alumnos de los materiales didácticos que los ayuden a enfrentar los retos que implica el proceso de aprendizaje, para que continúen con sus estudios de manera organizada, armónica y persistente.


  Por eso, los profesores que forman parte de esta dependencia universitaria trabajan colegiadamente; ponen toda su energía para desarrollar materiales e innovar en lo que concierne a las técnicas de estudio para los alumnos, a fin de que cuenten con elementos de apoyo que les permitan adquirir mejores conocimientos y los conduzcan a concluir de la mejor manera sus estudios en la preparatoria.


  El presente libro es un elemento didáctico que facilita la enseñanza y el aprendizaje. Se puede utilizar de forma autodidacta o con la ayuda de los muchos profesores que a diario brindan asesorías en cada uno de los planteles de la Escuela Nacional Preparatoria.


  Continuaremos en la búsqueda de más y mejores elementos didácticos presenciales y en línea, con el objetivo de apoyar a nuestros alumnos en los procesos de aprendizaje para que aprueben y egresen del bachillerato.


  Sólo me resta desearles éxito en su camino personal y profesional.


  Juntos por la Escuela Nacional Preparatoria.


  
    Mtra. Silvia E. Jurado Cuéllar

    Directora General
  


  PRÓLOGO


  El presente libro está dirigido a aquellos estudiantes del bachillerato que cursan el sexto año y que posean el interés de adentrarse en temas fundamentales dentro del ámbito de las Matemáticas que les serán de mucha utilidad en su vida académica universitaria.


  Temas Selectos de Matemáticas, la amena forma de aprender más comprende el programa íntegro de la asignatura de Temas Selectos de Matemáticas y es fruto del esfuerzo del autor quien logró plasmar en un solo libro todas las notas de clase que han servido de guía para impartir la materia durante varios años.


  Considerando que con esta materia se culmina la formación propedéutica del bachillerato en el área de Matemáticas, esta obra pretende ayudar a los alumnos a incrementar y profundizar los conocimientos del Álgebra. Además, introduce elementos de otras ramas que resultan indispensables para continuar los estudios de licenciatura, fundamentalmente de aquellas carreras derivadas de las áreas I y II.


  El objetivo de este trabajo es presentar un material novedoso, innovador, susceptible de ser utilizado de forma eficiente en el contexto del aula, con una doble finalidad. Primero, potenciar en los alumnos la posibilidad de incrementar el ritmo de aprendizaje y las ganas de aprender nuevos conceptos matemáticos. En segundo lugar, ayudar al profesor en la tarea diaria de ejercer su labor docente a fin de que maximice el tiempo en clase y que le sirva de guía de exposición.


  Entre los alumnos del bachillerato existe un temor muy difundido sobre la “complejidad” de las Matemáticas. Este trabajo pretende desarrollar las habilidades del lector a fin de romper con el mito de su dificultad y demuestra que su aprendizaje puede se ameno, tal y como lo establece su título.


  En ese sentido, se han incorporado todos los elementos que los estudiantes desean de un libro de Matemáticas para este nivel:


  
    	Integra en un solo texto toda la información que necesita a fin de evitar la consulta de diversos libros con diferentes enfoques y notaciones.

  


  
    	Aborda los temas de forma fácil, secuencial; no considera al lector como un experto en la materia.

  


  
    	No pierde la idea de que muchos de los temas son nuevos para el alumno, por lo tanto, la forma de desarrollar su contenido está acorde con su nivel.

  


  
    	La estructura de desarrollo de los temas toma muy en cuenta el factor motivacional del lector. La forma de introducir los conceptos y de exponer los ejemplos prototipo, están diseñados para que se alcance una mejor comprensión, y al mismo tiempo logra que el alumno descubra su potencial para aprender nuevos conocimientos, con el consecuente incremento en su seguridad.

  


  
    	Su exposición es clara a fin de que un estudiante pueda ser autodidacta.

  


  
    	Contiene una numerosa variedad de ejemplos resueltos que aplican los conceptos que se acaban de exponer. Además, al final de cada capítulo se propone una serie de ejercicios para que el propio lector mida su nivel de aprendizaje.

  


  La preparación de este libro ha sido muy estimulante y el autor desea expresar su agradecimiento a la Escuela Nacional Preparatoria por el apoyo recibido para su publicación. Sinceramente se desea que esta obra, fruto del proyecto institucional infocab, contribuya a modelar el pensamiento de nuestros estudiantes y reitera el compromiso con nuestra querida institución en su permanente encomienda de lograr la excelencia académica.


  INTRODUCCIÓN


  Este libro contiene temas muy específicos de Matemáticas y su contenido no se enfoca a una de sus ramas. Aunque la mayoría de sus temas son de Álgebra, también aborda la teoría de conjuntos, la lógica matemática, así como una introducción a la teoría combinatoria. Los temas tratados fomentan la capacidad de abstracción del pensamiento, favorecen el análisis de situaciones, lo que implica una manipulación y manejo simbólico a partir de su representación mental. Introducen conocimientos que complementan la formación matemática de un alumno de bachillerato y lo preparan para los niveles básicos que se imparten en las diferentes carreras que contemplan cursos de Matemáticas.


  La meta fundamental de este trabajo es facilitar el aprendizaje y la comprensión de algunos temas básicos, alejando la idea de que no todos pueden comprender estos conocimientos sino solamente unos pocos privilegiados. Pretende posibilitar un acercamiento a las Matemáticas sin ningún tipo de complejo. Su estructura se matiza de forma tal que los contenidos y procedimientos poseen características de accesibilidad que permiten adquirir un nivel mínimo que le pueda ser útil a los lectores en su formación profesional.


  Su contenido proporciona al estudiante una serie de conceptos fundamentales que le servirán a futuro para aplicarlos tanto a las propias Matemáticas como en otras ramas del conocimiento. Su estructura está diseñada para que con un ritmo de estudio constante se puedan ir adquiriendo los diferentes conceptos de forma progresiva. Presenta una coherencia lógica que planifica el estudio de cada capítulo y ofrece los elementos para afrontar la resolución de los ejercicios recomendados.


  Una gran mayoría de los libros que se recomiendan como material de consulta para los alumnos que cursan la asignatura de Temas Selectos de Matemáticas presentan el recurrente problema de que no contienen la totalidad de los temas del programa, aunado a que normalmente son más elevados y poseen una gran diversidad de enfoques que no satisfacen las necesidades de los alumnos de bachillerato de la unam. Por esta razón se escribió esta obra que intenta subsanar esas deficiencias y al mismo tiempo ofrecer una alternativa que en ningún momento pretende competir con otros libros ampliamente reconocidos en el me-dio; sólo pretende aportar una visión más innovadora y simple apegada a los contenidos de la asignatura.


  El libro contiene todas las unidades incluidas en el programa y está en sincronía con la secuencia propuesta. Sin embargo, debido a su conformación, se tuvo la necesidad de estructurarlo de manera diferente. En primer lugar, la especificidad que se le da a cada tema obedece a la importancia que le pondera el autor. El programa establece cuatro unidades por cubrir y este trabajo consta de seis capítulos. Los primeros dos capítulos cubren íntegramente las unidades I y II del programa, no obstante, el enfoque dado hace énfasis en los aspectos conceptuales y evita las demostraciones formales que pueden generar confusión (especialmente se considera pedagógicamente inadecuado a este nivel tratar los métodos de demostración, y en los ejemplos de teoría combinatoria donde no se abordan ejemplos numéricos, que lejos de ayudar, pueden hacer más complicada su comprensión). La esencia de este libro se basa en que el alumno tenga claro el concepto y no que se convierta en un aplicador de fórmulas. Es claro que en cursos posteriores se tendrán mayores elementos formativos para aplicar los conceptos adquiridos aquí, por lo que se estará en posibilidad de resolver ejercicios más complejos.


  La unidad III del programa se dividió en tres capítulos de este libro. La razón estriba fundamentalmente en que es demasiado extensa. Por esta razón, no se decidió incluir en una misma unidad a los números complejos, a la teoría de ecuaciones y a las desigualdades. Desde una perspectiva pedagógica resultó más eficiente separar los temas, resaltar su importancia y profundizarlos.


  La última unidad del programa sugiere el tratamiento de métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Nuevamente aquí se ponderan los aspectos conceptuales y se evitan procedimientos numéricos que en muy poco ayudan a su comprensión. Por esa razón, se abordan tres de los métodos más utilizados en su resolución sin necesidad de recurrir a técnicas iterativas.


  El presente trabajo se concibe bajo un enfoque constructivista, esto es, que el aprendizaje del lector requiere de un proceso activo de construir conocimiento desde los recursos de la experiencia y la información que adquirió previamente. Se pretende que el alumno construya estructuras, es decir, que genere en él un conocimiento significativo que le permitan identificar y organizar conceptos que facilitarán su aprendizaje futuro. Aborda los aspectos cognitivos esenciales e intenta incentivar al estudiante por el estudio de las Matemáticas, despertando en él un interés progresivo. Se espera que esta obra cumpla con su pretensión y que coadyuve a depurar el proceso de aprendizaje de las Matemáticas y que se pueda alcanzar un nivel académico inmejorable para la comunidad estudiantil de nuestra querida Escuela Nacional Preparatoria.


  CONJUNTOS, LÓGICA E INDUCCIÓN MATEMÁTICA

  UNIDAD I


  I.1 CONJUNTOS


  I.1.1 IDEA INTUITIVA DE CONJUNTO Y SUS FORMAS DE EXPRESIÓN


  Un conjunto es una colección de elementos especificados que poseen algo común. Los conjuntos se denotan por letras mayúsculas.


  En general, existen tres formas de representar conjuntos:


  Por extensión. Los elementos de los conjuntos se colocan entre llaves y se forma una lista que se separa por comas. De esta manera, el conjunto enumera a todos sus elementos sin repetición. Por ejemplo: [image: ]


  Por comprensión. Los elementos se expresan a través de una regla que determina su naturaleza. También se emplean llaves y se utiliza el símbolo | que significa tal que a manera de condición. Por ejemplo: [image: ]


  3.Por diagramas de Venn. Son regiones planas cerradas que contienen a los elementos sin la necesidad de especificarlos. Son muy útiles para visualizar las relaciones y operaciones entre conjuntos. Por ejemplo:


  [image: ]


  Cuando un elemento pertenece a un conjunto se le denota por [image: ]


  Ejemplos.


  Escribir por extensión a los siguientes conjuntos:


  a) [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  b) [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  c) [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  d) [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Escribir por comprensión los siguientes conjuntos:


  a) [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  b) [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  c) [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  d) [image: ]


  [image: ]


  Dos conjuntos son iguales si tienen exactamente los mismos elementos. Por ejemplo, los conjuntos [image: ]y [image: ]son iguales.


  Existen conjuntos notables que tienen nombres específicos:


  
    	Conjunto vacío. Es aquel que no posee elementos y se representa como [image: ]o como [image: ]Por ejemplo: [image: ]


    	Conjunto finito. Es aquel cuyos elementos pueden ser contados. Por ejemplo:

  


  [image: ]


  
    	Conjunto infinito. Es aquel cuyos elementos no pueden contarse. Por ejemplo:

  


  [image: ]


  
    	Subconjunto. Si cada elemento de un conjunto [image: ]es también un elemento del conjunto [image: ], se dice que [image: ]es subconjunto de [image: ]. Es decir, es un conjunto contenido en otro conjunto. Se denota como [image: ]. Por ejemplo:

  


  Si [image: ], [image: ]y [image: ], entonces [image: ]y [image: ]


  Como puede deducirse, el conjunto vacío es un subconjunto de todo conjunto: si[image: ]es un conjunto cualquiera, entonces [image: ]


  
    	Conjunto universal. Es aquel conjunto que posee a todos los elementos bajo consideración y se representa como [image: ]. Esto implica que cualquier conjunto es subconjunto del conjunto universal. Por ejemplo:

  


  Si [image: ]y [image: ], entonces [image: ]


  El conjunto ordenado de los números naturales, [image: ], es el ejemplo básico de un conjunto infinito. Contar es el proceso de poner en correspondencia biunívoca (uno a uno) los elementos de un conjunto, con algún subconjunto ordenado de [image: ]. Por ejemplo, el siguiente conjunto posee cinco elementos.


  [image: ]


  La cardinalidad de un conjunto [image: ]es el número de elementos que posee. Se denota como [image: ]. Por definición, la cardinalidad del conjunto vacío es cero.


  Ejemplos.


  Si [image: ], [image: ]


  Si [image: ], [image: ]


  


  I.1.2 OPERACIONES CON CONJUNTOS


  
    	La unión de los conjuntos [image: ]y [image: ]es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a [image: ]o a [image: ]Se denota como: [image: ]

  


  Formalmente, se define como: [image: ]Esto significa que a los elementos del conjunto [image: ]se le añaden, sin repetir, los del conjunto [image: ]. Gráficamente:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Dados los siguientes conjuntos:


  [image: ]


  [image: ]


  Obtener [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  
    	La intersección de los conjuntos [image: ]y [image: ]es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a [image: ]y a [image: ]Se denota como: [image: ]

  


  Formalmente, se define como: [image: ]. Esto significa que [image: ]es el conjunto de los elementos comunes de [image: ]y [image: ]. Gráficamente:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Sean los siguientes conjuntos:


  [image: ][image: ]


  Obtener [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  La cardinalidad del conjunto [image: ]está dada por [image: ].


  Ejemplo


  Dados los conjuntos anteriores, comprobar que [image: ]


  Solución.


  Contando los elementos de los conjuntos se tiene que:[image: ], [image: ] y [image: ]


  [image: ] [image: ]


  Aplicando la expresión:[image: ], lo cual coincide con el primer resultado.


  Cuando dos conjuntos [image: ]y [image: ]no tienen elementos en común, su intersección es el vacío. En este caso se dice que los conjuntos [image: ]y [image: ]son ajenos o disjuntos, es decir : [image: ]


  Ejemplo.


  Estos conjuntos son ajenos:


  [image: ]


  [image: ]


  ya que [image: ]


  
    	Si [image: ]es un subconjunto de [image: ]se define como el complemento de [image: ]en [image: ]al conjunto de elementos que pertenecen a [image: ]pero no a [image: ]Se representa como [image: ]o también como [image: ]

  


  Formalmente, se define como: [image: ]Esto significa que las [image: ]son los elementos que están fuera del conjunto [image: ]. Gráficamente:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Sean los siguientes conjuntos:


  [image: ][image: ]


  Obtener [image: ]


  Solución.


  Dado que [image: ], entonces [image: ]


  De acuerdo a las definiciones de complemento, de unión y de intersección, se advierte que:


  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]

  [image: ]


  
    	La diferencia de los conjuntos [image: ](en ese orden) es el conjunto de los elementos que sólo pertenecen a [image: ]

  


  Ejemplo.


  Sean los siguientes conjuntos:


  [image: ]


  [image: ]


  Obtener [image: ]y [image: ]


  Solución:


  [image: ]


  [image: ]


  Formalmente, se define como: [image: ]Esto significa que la diferencia de dos conjuntos sólo contempla a los elementos del primer conjunto y que no pertenecen al segundo. Gráficamente:


  [image: ]


  Del diagrama anterior se deducen las siguientes expresiones:


  a) [image: ]


  b) [image: ]


  c) [image: ]


  d) [image: ]si y sólo si [image: ]


  e) [image: ]si y sólo si [image: ]


  f) [image: ]si y sólo si [image: ]


  g) [image: ]


  h) Los conjuntos [image: ] [image: ]y [image: ]son mutuamente ajenos, es decir, la intersección de dos de estos conjuntos es el vacío.


  Ejemplo.


  Dados los siguientes conjuntos:


  [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


  Se cumple que:


  Solución:


  a) [image: ], ya que poseen los mismos elementos.


  b) [image: ], el vacío al no tener elementos al restarlo del primer conjunto representa al mismo conjunto.


  c) [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  d) Como [image: ], se tiene que:


  [image: ]


  e) Como [image: ], se tiene que:


  [image: ]


  f) Como [image: ]se tiene:


  [image: ]


  g) [image: ]


  h) [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Ejemplo.


  Sean los siguientes conjuntos:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Obtener:


  a) [image: ]  b) [image: ] c) [image: ] d) [image: ]


  e) [image: ] f)[image: ] g)[image: ] h)[image: ]


  i) [image: ] j) [image: ] k) [image: ] l) [image: ]


  Solución:


  Expresando los conjuntos por extensión:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  a) [image: ]


  b) [image: ]


  c) [image: ]


  d) [image: ]


  e) [image: ]


  f) [image: ]


  g) [image: ]


  h) [image: ]


  i) [image: ]


  j) [image: ]


  k) [image: ]


  l) [image: ]


  


  I.1.3 PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS


  Las propiedades más notables que rigen las operaciones con conjuntos son:


  1. Propiedades de identidad:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  2. Propiedades de idempotencia:


  [image: ]


  [image: ]


  3. Propiedades asociativas:


  [image: ]


  [image: ]


  4. Propiedades conmutativas:


  [image: ]


  [image: ]


  5. Propiedades distributivas:


  [image: ]


  [image: ]


  


  I.1.4 LEYES DE DE MORGAN


  Las Leyes de De Morgan permiten simplificar la unión e intersección de complementos:


  1. El complemento de la unión de dos conjuntos es la intersección de sus complementos


  [image: ]


  Utilizando diagramas se tiene:


  En el diagrama de la izquierda, [image: ]viene dada por la región en blanco y [image: ]está representado por el área sombreada verticalmente. Por su parte en el diagrama de la derecha, [image: ]es la región sombreada horizontalmente, [image: ]es el área sombreada verticalmente, por lo que [image: ]está representado por la superficie cuadriculada:


  [image: ]


  2. El complemento de la intersección de dos conjuntos es la unión de sus complementos


  [image: ]


  Utilizando diagramas se tiene:


  En el diagrama de la izquierda, [image: ]está dada por la región sombreada horizontalmente y [image: ]está representado por el área sombreada verticalmente. Por su parte, en el diagrama de la derecha, [image: ]es la región sombreada horizontalmente, [image: ]es el área sombreada verticalmente, por lo que [image: ]está representado por aquella superficie que no es blanca:


  [image: ]


  Ejemplo.


  Dados los siguientes conjuntos:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Comprobar las leyes de De Morgan:


  Solución:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Como [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Como [image: ]


  


  I.2 LÓGICA MATEMÁTICA


  La Lógica estudia la forma del razonamiento. La Lógica Matemática es la disciplina que trata de métodos de razonamiento. En un nivel elemental, la Lógica proporciona reglas y técnicas para determinar si es o no valido un argumento dado. El razonamiento lógico se emplea en Matemáticas para demostrar teoremas, sin embargo, se usa en forma constante para realizar cualquier actividad en la vida.


  


  I.2.1 DEFINICIÓN Y CLASES DE PROPOSICIONES


  Una proposición o enunciado es una oración que puede ser falsa o verdadera pero no ambas a la vez. Toda proposición consta de tres partes: un sujeto, un verbo y un complemento referido al verbo. La proposición es un elemento fundamental de la Lógica Matemática.


  A continuación se tienen algunos ejemplos de proposiciones válidas y no válidas, y se explica el porqué algunos enunciados no son proposiciones. Las proposiciones se indican por medio de una letra minúscula, dos puntos y la proposición propiamente dicha.


  Ejemplos.


  p: México se encuentra en Europa.


  q: [image: ]


  r: [image: ]


  s: Los precios de los teléfonos celulares bajarán a fin de año.


  t: Hola ¿cómo estás?


  w: ¡Cómete esa fruta!


  


  Los enunciados p y q pueden tomar un valor de falso o verdadero, por lo tanto, son proposiciones validas. El inciso r también es una proposición valida, aunque el valor de falso o verdadero depende del valor asignado a la variable [image: ]en determinado momento. La proposición del inciso s también esta perfectamente expresada aunque para decir si es falsa o verdadera se tendría que esperar a que terminara el año. Sin embargo, los enunciados t y w no son válidos, ya que no pueden tomar un valor de falso o verdadero, uno de ellos es un saludo y el otro es una orden.


  En general, las proposiciones pueden ser:


  Simples si sólo tienen un sujeto, un verbo y un complemento. En caso contrario, son proposiciones Compuestas.


  
    	Cerradas si tienen determinado el sujeto. Abiertas si no lo tienen determinado.


    	Afirmativas o Negativas. Según lo afirmen o nieguen.


    	Verdaderas o Falsas según correspondan o no a la realidad.

  


  


  h: Ana come pizza y bebe refresco, es una proposición compuesta, cerrada y afirmativa.


  j: Ella no nada muy rápido, es una proposición simple, abierta y negativa.


  k: “Cuernavaca no está al norte del D.F. y no hace frío, es una proposición compuesta, cerrada, negativa y verdadera.


  l: [image: ]es una proposición simple, cerrada, afirmativa y verdadera.


  m: [image: ]es una proposición simple, abierta y negativa.


  n: [image: ]es una proposición compuesta, abierta y afirmativa.


  


  I.2.2 CONECTIVOS LÓGICOS EN PROPOSICIONES COMPUESTAS


  Existen conectivos u operadores lógicos que permiten formar proposiciones compuestas, es decir, formadas por varias proposiciones. Los operadores o conectores básicos son:



  
    	Conjunción (operador and)

  


  Se utiliza para conectar dos proposiciones que se deben cumplir para que se pueda obtener un resultado verdadero. Se le conoce como multiplicación lógica y su símbolo es Ù (and).


  Ejemplo.


  Sea el siguiente enunciado: Voy al cine cuando hay una buena película y cuando tengo dinero


  Sean:


  p: Voy al cine.


  q: Hay una buena película.


  r: Tengo dinero.


  De tal manera que la representación del enunciado anterior usando simbología lógica es como sigue:


  p = qÙr


  Su tabla de verdad es como sigue:


  [image: ]


  

  Donde.


  1 = verdadero


  0 = falso


  


  En la tabla anterior el valor de q=1 significa que hay una buena película, r=1 significa que tengo dinero y p=qÙr=1 significa que voy ir al cine. Se puede notar que con cualquiera de las dos proposiciones que valga cero implica que no asisto al cine.


  
    	Disyunción (operador or)

  


  Con este operador se obtiene un resultado verdadero cuando alguna de las proposiciones es verdadera. Se conoce como suma lógica y su símbolo es Ú (or).


  Ejemplo.


  Sea el siguiente enunciado: “Para ir a Toluca puedo tomar la carretera federal o tomar la autopista de cuota”


  Sean:


  p: Ir a Toluca.


  q: Tomar la carretera federal.


  r: Tomar la autopista de cuota.


  [image: ]


  En la tabla anterior el valor de q=1 significa tomar la carretera federal, r=1 significa tomar la autopista de cuota y p=qÚr lang=ES style='font-size:10.0pt;font-family:"Arial","sans-serif"'>=1 significa ir a Toluca. Se puede notar que con cualquiera de las dos proposiciones que valga uno implica que llego a Toluca.


  
    	Negación(operador not)

  


  Su función es negar la proposición. Esto significa que sí alguna proposición es verdadera y se le aplica el operador not se obtendrá su negación (falso) y viceversa. Este operador se indica por medio del símbolo ’.


  Ejemplo.


  Sea el siguiente enunciado: “El león es el rey de la selva”


  Sean:


  p: El león es el rey de la selva.


  p’: El león no es el rey de la selva.


  Su tabla de verdad es como sigue:


  [image: ]


  En la tabla anterior el valor de p=1 significa que el león es el rey de la selva, y p=0 significa que el león no lo es1.


  Ejemplo.


  Sean las proposiciones:


  p: Ya es tarde.


  q: Tengo que dormirme.


  r: Me levantaré temprano.


  El enunciado: Ya es tarde y tengo que dormirme o no me levantaré temprano”. Se puede representar simbólicamente de la siguiente manera: pÙqÚr’


  


  I.2.3 PROPOSICIONES CONDICIONALES


  Una implicación o proposición condicional, es aquella que está formada por dos proposiciones simples (o compuesta) p y q. Se indica de la siguiente manera:


  p®q (se lee si p entonces q)


  Ejemplo.


  Un profesionista dice Si ahorro me podré comprar una casa en tres años . Una declaración como esta se conoce como condicional.


  Sean:


  p: Ahorro.


  q: Podrá comprar una casa en tres años .


  De tal manera que el enunciado se puede expresar como: p®q


  Su tabla de verdad es de la siguiente manera:


  [image: ]


  La interpretación de los resultados de la tabla es la siguiente:


  Analizando si el profesionista mintió con la afirmación del enunciado anterior: Cuando p=1 significa que ahorró y q=1 que se compró la casa en tres años, por lo tanto p®q =1 (el profesionista dijo la verdad). Cuando p=1 y q=0 significa que p®q =0, el profesionista mintió, ya que ahorró y no se compró la casa. Cuando p=0 y q=1 significa que aunque no ahorró se compró la casa (ya tenía los recursos), así que no mintió, de tal forma que p®q =1. Cuando p=0 y q=0 se interpreta que aunque no ahorró tampoco se compró la casa, por lo tanto p®q =1 ya que tampoco mintió.


  


  I.2.4 PROPOSICIÓN BICONDICIONAL


  Sean p y q dos proposiciones. Una doble implicación o proposición es bicondicional cuando p es verdadera si y solo si q es también verdadera. O bien p es falsa si y sólo si q también lo es. Se indica de la siguiente manera:


  p«q (se lee p si y sólo si q)


  Ejemplo.


  Sea el siguiente enunciado: Una persona puede votar, si y sólo si, tiene credencial de elector


  Donde:


  p: Una persona puede votar.


  q: Tiene credencial de elector.


  Su tabla de verdad es.


  [image: ]


  La interpretación de los resultados de la tabla es la siguiente:


  Cuando p=1 significa que una persona puede votar y q=1 que tiene credencial, al ser esto cierto, p®q =1. Cuando p=1 y q=0 significa que p®q =0, una persona puede no votar, ya que no posee la credencial. Cuando p=0 y q=1 significa que una persona no puede votar aunque tenga credencial (por ejemplo los residentes en el extranjero), esto es que p®q =0. Cuando p=0 y q=0 se interpreta como que ni puede votar ni tiene credencial, por lo tanto es cierto p®q =1.


  Ejemplo.


  Representar simbólicamente el enunciado: Si no pago la luz, entonces me cortarán la corriente eléctrica. Y Si pago la luz, entonces me quedaré sin dinero o pediré prestado. Y Si me quedo sin dinero y pido prestado, entonces no podré pagar la deuda, si y sólo si soy desorganizado


  Solución


  p: Pago la luz.


  q: Me cortarán la corriente eléctrica.


  r: Me quedaré sin dinero.


  s: Pediré prestado.


  t: Pagar la deuda.


  w: Soy desorganizado.


  (p’®q)Ù[p®(rÚs)]Ù[(rÙs)®t’]«w


  El número de líneas de la tabla de verdad depende del número de variables de la expresión y se puede calcular por medio de la siguiente formula.


  No de líneas = [image: ]


  donde [image: ]es el número de variables distintas.


  Ejemplo.


  Dada la siguiente proposición: [(p®q)Ú(q’Ùr)]«(r®q).


  elaborar su tabla de verdad.


  Solución.


  [image: ]


  


  I.2.5 TAUTOLOGÍA, EQUIVALENCIA Y CONTRADICCIÓN


  Tautología es aquella proposición (compuesta) que es cierta para todos los valores de verdad de sus variables. Un ejemplo típico es la proposición contrapositiva cuya tabla de verdad se indica a continuación.


  [image: ]


  Nótese que en las tautologías para todos los valores de verdad el resultado de la proposición es siempre uno. Las tautologías son muy importantes en Lógica Matemática ya que se consideran leyes en las cuales se puede apoyar para realizar demostraciones.


  Se dice que dos proposiciones son lógicamente equivalentes, o simplemente equivalentes. Si coinciden sus resultados para los mismo valores de verdad. Se indican como pºq.


  En el ejemplo anterior, se puede observar que las columnas de (p®q) y (q’®p’) son iguales para los mismos valores de verdad, por lo tanto se puede establecer que (p®q) º (q’®p’)


  Contradicción es aquella proposición que siempre es falsa para todos los valores de verdad, una de las mas usadas y mas sencilla es pÙp’ . Como lo muestra su correspondiente tabla de verdad.


  [image: ]


  Ejemplo.


  Si se tiene p: “El coche es verde”, la proposición pÙp’ equivale a decir que El coche es verde y el coche no es verde. Por lo tanto se esta contradiciendo, es decir, es una falacia.


  


  I.2.6 LEYES NOTABLES EN LÓGICA


  Las leyes de lógica más notables son las que se enlistan a continuación:


  1.- Ley de doble negación


  p''«p


  2.- Leyes de idempotencia


  (pÚp) « p


  (pÙp) « p


  3.- Leyes asociativas


  [(pÚq)Úr] « [pÚ(qÚr)]


  [(pÙq)Ùr] « [pÙ(qÙr)]


  4.- Leyes conmutativas


  (pÚq) « (qÚp)


  (pÙq) « (qÙp)


  (p«q) « (q«p)


  5.- Leyes distributivas


  <[pÚ(qÙr)] « [(pÚq)Ù(pÚr)]


  [pÙ(qÚr)] « [(pÙq)Ú(pÙr)]


  6.- Leyes de De Morgan


  (pÚq)' « (p'Ùq')


  (pÙq)' « (p'Úq')


  


  1.2.7 MÉTODOS DE DEMOSTRACIÓN


  Todo enunciado puede ser planteado en términos de teoremas. Un teorema por lo general es resultado de un planteamiento de un problema, que normalmente presenta el siguiente formato:


  (p1Ùp2Ù×××Ùpn) ®q


  Como se establece p1, p2, p3, ××× pn son hipótesis (o premisas) derivadas del mismo problema y que se consideran válidas. Pero además deberán conectarse con el operador And Ù), lo cual implica que p1 es cierta y (Ù) p2 es verdad y (Ù)...... y pn también es cierta entonces (®) la conclusión (q) es cierta. Para realizar la demostración formal del teorema se deberá partir de las hipótesis, y después obtener una serie de pasos que también deben ser válidos, ya que son producto de reglas de inferencia. Sin embargo no solamente las hipótesis y reglas de inferencia pueden aparecer en una demostración formal, sino también tautologías conocidas. En el teorema anterior cada uno de los pasos p1, p2, p3, ××× pn son escalones que deberán alcanzarse hasta llegar a la solución.


  Lo mismo ocurre con todo tipo de problemas que se nos presentan en la vida, antes de llegar a la solución debemos alcanzar ciertas metas (p1, p2, p3, ××× pn) hasta llegar al objetivo o conclusión (q). Pero una vez que se logra el objetivo se deben plantear nuevos objetivos que permitan la superación.


  Los métodos de demostración más conocidos son los siguientes:


  
    	Demostración por el método directo

  


  El método de demostración directa parte de la proposiciónp, que se supone verdadera, y deducir de ella una nueva proposiciónqque se pueda ver que es verdadera como resultado de queplo es. Es importante resaltar que las proposiciones deducidas depno deben ser hechas de cualquier modo, deben estar enfocadas hacia la última proposición obtenida.


  El camino que se debe seguir para llevar a cabo una demostración formal usando el método directo significa que si se sabe quep1es verdadera,p2es verdadera,..., y pntambién es verdadera, entonces se sabe queqes verdadera.


  Prácticamente todos los teoremas matemáticos están compuestos por implicaciones del tipo:


  (p1Ùp2Ù×××Ùpn) ® q


  donde las pi son llamadas hipótesis o premisas, y q es llamada conclusión. Demostrar el teorema, es demostrar que la implicación es una tautología. Nótese que no se trata de demostrar que q (la conclusión) es verdadera, sino solamente que q es verdadera si todas las pi son verdaderas.


  
    	El método de demostración indirecta

  


  El método de demostración indirecta consiste en proceder al revés. Se fija la atención primeramente en q, es decir en la afirmación a la que se quiere llegar.


  Ubicada la premisa p, se va tratando de buscar situaciones intermedias p1, p2,p3,×××pn de las que q se podría deducir. Se identifica si alguna de estas podría estar relacionada con la situación p, se podría deducir de ella. Cuando se encuentra, se verifica que el camino inverso que se ha encontrado, ahora de p a q, es correcto.


  
    	Método de demostración por reducción al absurdo

  


  En el método de demostración de reducción al absurdo, se debe empezar suponiendo que pes verdadera, al igual que se hacía en el método de demostración directa. Ahora, sin embargo, para llegar a la conclusión buscada, a saber, que q es verdadera se puede proceder haciendo una pregunta muy simple: “¿Por qué no puede q ser falsa?”. Después de todo, si q tiene que ser verdadera, debe haber alguna razón por la que no pueda ser falsa. El objetivo del método de demostración por reducción al absurdo es, precisamente, descubrir esa razón. La idea es suponer que p es verdadera y qfalsa y ver que no puede ocurrir esto.


  En la práctica la demostración por reducción al absurdo inicia considerando como hipótesis q’ y finaliza cuando el proceso de demostración obtiene dos proposiciones que se contradicen una a la otra.


  Ejemplo.


  Demostrar por reducción al absurdo que la raíz cuadrada de un número natural es natural o irracional.


  Solución.


  Sean los números naturales [image: ]y [image: ]primos entre sí con [image: ]


  Suponiendo un número racional de la forma [image: ]


  Si se eleva al cuadrado: [image: ]


  Resulta un absurdo puesto que el miembro izquierdo es natural y el miembro derecho es racional e irreducible. Por lo tanto la raíz cuadrada de un número natural no es racional.


  
    	La demostración por contraposición

  


  El método de la demostración por contraposición, tiene la ventaja de que se va a dirigir hacia una contradicción concreta. En la demostración por contraposición, al igual que la demostración por reducción al absurdo, se supone que tanto pcomo q’ son verdaderas. En el método por contraposición, sin embargo, no se parte de py q’, sino que se empieza a trabajar solamente con q’ y el objetivo es llegar a que pes falsa, con lo que ya se ha llegado a una contradicción ¿qué mejor contradicción? ¿cómo puede ser pa la vez verdadera y falsa?


  


  I.3 INDUCCIÓN MATEMÁTICA


  Dentro de las Matemáticas existen proposiciones tanto generales como particulares.


  Ejemplos de proposiciones generales, son las siguientes:


  p: “Todos los niños de México tienen derecho a la educación”.


  q: “En todo paralelogramo las diagonales se cortan en el punto medio de ambas”.


  r: “Todos los números que terminan en cero son divisibles por 5”.


  Algunas de las proposiciones particulares que se pueden deducir de éstas son respectivamente:


  s: “Beto tiene derecho a la educación”.


  t: “Las diagonales del paralelogramo ABCD se cortan en el punto medio de ambas”.


  u: “140 es divisible por 5”.


  El paso de las proposiciones generales a las particulares se denomina deducción.


  Ejemplos:


  p: “Todos los niños en México tienen derecho a la educación”.


  v: “Beto es niño mexicano”.


  s: “Beto tiene derecho a la educación”.


  Se observa que la proposiciónsha sido deducida de la proposiciónpmediante la proposiciónv.


  Ahora bien, la forma lógica de razonamiento que parte de proposiciones particulares y llega a las generales se denominainducción. La inducción puede llevar a conclusiones verdaderas o, a conclusiones falsas.


  Ejemplos.


  1) p: “140 es divisible por 5”.


  q: “Todos los números que terminan en cero son divisibles por 5”.


  De la proposición particularpse ha obtenido la proposiciónq, que es verdadera.


  2) u: “140 es divisible por 5”.


  w: “Todos los números de tres dígitos son divisibles por 5”.


  De la proposición particularuse ha obtenido la proposiciónwque es falsa.


  La pregunta que surge ahora es: ¿cómo debe de emplearse la inducción en las Matemáticas para llegar siempre a conclusiones verdaderas?


  Los ejemplos considerados permiten concluir fácilmente que una proposición puede ser válida en una serie de casos particulares y no serlo en general.


  Ahora surge otra pregunta. Se tiene una proposición válida en varios casos particulares y es imposible analizar todos los casos. ¿Cuándo se puede afirmar que esta proposición es válida en general?


  La respuesta se logra aplicando un razonamiento especial conocido como método de inducción matemática:


  Toda demostración que se basa en el principio de inducción matemática se denomina “demostración por inducción”. Esto consta de verificar que se cumplan las siguientes condiciones:


  
    	La proposición es válida para [image: ]


    	La proposición es válida para [image: ]si lo es para [image: ], donde [image: ]es un número arbitrario

  


  Si estas condiciones se cumplen se puede afirmar que la proposición es válida para todo número natural.


  Para todo fin práctico, el proceso de demostración de una identidad enunciada para todos los números naturales consta de tres pasos:


  1. Verificar el cumplimiento de la identidad para [image: ]


  2. Establecer la identidad para [image: ]


  3. Demostrar, mediante procesos algebraicos, que también es válida para[image: ].


  Ejemplos.


  Aplicando el principio de inducción matemática, demostrar las siguiente identidades:


  1) [image: ]


  Solución:


  Se verifica la validez para [image: ]:


  [image: ]


  Se establece para [image: ]:


  [image: ]


  Ahora, para[image: ] se tiene:


  [image: ]


  sumando [image: ]en ambos miembros de la expresión [image: ]:


  [image: ]


  expresando convenientemente:


  [image: ]


  factorizando [image: ]:


  [image: ]


  como [image: ]queda demostrada la validez para [image: ].


  2) [image: ]


  Solución:


  Se verifica la validez para [image: ]:


  [image: ]


  Se establece para [image: ]:


  [image: ]


  Ahora, para[image: ] se tiene:


  [image: ]


  sumando [image: ]en ambos miembros de la expresión [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  factorizando el trinomio:


  [image: ]


  como [image: ]queda demostrada la validez para [image: ].


  3) [image: ]


  Solución:


  Se verifica la validez para [image: ]:


  [image: ]


  Se establece para [image: ]:


  [image: ]


  Ahora, para[image: ] se tiene:


  [image: ]


  sumando [image: ]en ambos miembros de la expresión [image: ]:


  [image: ]


  expresando convenientemente:


  [image: ]


  [image: ]


  factorizando [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  expresando en términos de cuadrados:


  [image: ]


  como [image: ]queda demostrada la validez para [image: ].


  4) [image: ]


  Solución:


  Se verifica la validez para [image: ]:


  [image: ]


  Se establece para [image: ]:


  [image: ]


  Ahora, para[image: ] se tiene:


  [image: ]


  sumando [image: ]en ambos miembros de la expresión [image: ]:


  [image: ]


  expresando convenientemente:


  [image: ]


  factorizando [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  factorizando el trinomio:


  [image: ]


  por lo tanto:


  [image: ]


  como [image: ]queda demostrada la validez para [image: ].


  5) [image: ]


  Solución:


  Se verifica la validez para [image: ]:


  [image: ]


  Se establece para [image: ]:


  [image: ]


  Ahora, para[image: ] se tiene:


  [image: ]


  sumando [image: ]en ambos miembros de la expresión [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  factorizando el trinomio:


  [image: ]


  reduciendo:


  [image: ]


  como [image: ]queda demostrada la validez para [image: ].


  6) [image: ]


  Solución:


  Se verifica la validez para [image: ]:


  [image: ]


  Se establece para [image: ]:


  [image: ]


  Ahora, para[image: ] se tiene:


  [image: ]


  [image: ]


  sumando [image: ]en ambos miembros de la expresión [image: ]:


  [image: ][image: ]


  factorizando [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  factorizando el trinomio:


  [image: ]


  por lo tanto:


  [image: ]


  como [image: ]queda demostrada la validez para [image: ].


  


  I.4 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) Definir con palabras propias los siguientes conceptos:


  a) Conjunto  b) Subconjunto c) Unión d) Intersección


  e) Diferencia  f) Complemento g) Correspondencia biunívoca


  h) Cardinalidad


  2) Exponer las propiedades de los conjuntos


  3) Definir a los siguientes conjuntos:


  a) Universal  b) Vacío  c) Finito  d) Infinito


  4) Cómo se definen los conjuntos ajenos? Exponer tres ejemplos.


  
    	Dados los siguientes conjuntos expresados en forma de comprensión, expresarlos en forma de extensión.

  


  5) [image: ]


  6) [image: ]


  7) [image: ]


  8) [image: ]


  9) [image: ]


  
    	Sean los siguientes conjuntos:

  


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Obtener:


  10) a) [image: ] b) [image: ] c) [image: ] d) [image: ]


  11) a) [image: ] b) [image: ] c) [image: ] d) [image: ]


  12) a) [image: ]b) [image: ]


  
    	Dados los siguientes conjuntos:

  


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Encontrar:


  13) a) [image: ] b) [image: ] c) [image: ] d) [image: ]


  14) a) [image: ](con respecto a [image: ])   b) [image: ](con respecto a [image: ])


  15) [image: ]


  16) En un diagrama de Venn, sombrear las siguientes operaciones:


  a) [image: ]  b) [image: ]


  17) En un diagrama de Venn, sombrear las siguientes operaciones:


  a) [image: ]b) [image: ]


  
    	Demostrar mediante diagramas de Venn que:

  


  18) Si [image: ]es un subconjunto de [image: ], entonces la intersección de [image: ]y [image: ]es [image: ]


  19) Si [image: ]es un subconjunto de [image: ], entonces la unión de [image: ] y es [image: ]


  20) Si [image: ]es un subconjunto de [image: ], entonces [image: ]es un subconjunto

  de[image: ]


  21) Si [image: ]es un subconjunto de [image: ], entonces la unión de [image: ]y [image: ]es [image: ]


  22) [image: ]es un subconjunto de [image: ]


  23) [image: ]


  Hacer un diagrama de Venn con tres conjuntos no vacíos [image: ], [image: ]y [image: ]de modo que cumplan con las siguientes características:


  24) [image: ], [image: ], [image: ]


  25) [image: ], [image: ], [image: ]


  26) [image: ], [image: ], [image: ]


  27) [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


  28) Explicar y demostrar las leyes de De Morgan


  29) Sean los siguientes conjuntos:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Comprobar las leyes de De Morgan


  30) Sean los siguientes conjuntos:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Comprobar las leyes de De Morgan


  31) ¿Qué es una proposición?


  32) Definir las siguientes proposiciones:


  a) Simple b) Compuesta c) Abierta 

  d) Cerrada


  e) Afirmativa f) Negativa  g) Verdadera

  h) Falsa


  Exponer dos ejemplos de cada proposición:


  33) Simple 34) Compuesta 35) Abierta 

  36) Cerrada


  37) Afirmativa 38) Negativa  39) Verdadera

  40) Falsa


  Establecer una proposición:


  41) Compuesta, cerrada y negativa


  42) Simple, abierta y afirmativa


  43) Compuesta, cerrada, afirmativa y falsa


  44) Simple, abierta, afirmativa y verdadera


  45) Simple, cerrada y negativa


  46) Compuesta, abierta y negativa


  Definir los conceptos y establecer las tablas de verdad de las siguientes operaciones lógicas:


  a) Conjunción b) Disyunción   c) Negación


  d) Condición o implicación  e) Bicondición o doble implicación


  Establecer dos ejemplos de:


  47) Conjunción 48) Disyunción   49) Negación


  50) Condición o implicación 51) Bicondición o doble implicación


  Representar simbólicamente los siguientes enunciados:


  52) Viajo a Cancún y viajo a Cozumel ya que tengo suficiente dinero”


  53) Si no como, entonces me voy a enfermar. Y Si como, entonces no me compro el libro y me quedaré sin dinero. Y Si no me compro el libro, entonces no podré aprobar el examen, si solo si lo estudio


  54) ¿De qué depende el número de líneas en una tabla de verdad?


  55) Dada la siguiente proposición: [(p’®q) Ù(q’Úr)]«
 (r®q), elaborar su tabla de verdad


  56) Definir los siguientes conceptos:


  a) Tautología b) Equivalencia c) Contradicción


  57) ¿En qué se basan los métodos de demostración para demostrar un teorema?


  58) Explicar brevemente en que consisten los principales métodos de demostración


  59) ¿Cuál es la diferencia entre un razonamiento inductivo y uno deductivo?


  60) ¿Para qué sirve el método de inducción matemática?


  
    	Demostrar por inducción matemática que:

  


  61) [image: ]


  62) [image: ]


  [image: ]


  64) [image: ]


  65) [image: ]


  66) [image: ]


  


  1Además de los operadores básicos (And, Or y Not) existe el operador Xor, cuyo funcionamiento es semejante al operador Or con la diferencia de que su resultado es verdadero solamente si una de las proposiciones es cierta, y cuando ambas son verdad, el resultado es falso. Por otro lado, con ayuda de los operadores básicos se pueden formar los operadores compuestos Nand (combinación de los operadores Not y And), Nor (combina operadores Not y Or) y Xnor (resultado de Xor y Not).[regresar]


  
    ANÁLISIS COMBINATORIO Y TEOREMA DEL BINOMIO

    UNIDAD II



    II.1 ANÁLISIS COMBINATORIO


    II.1.1 CONTEO


    Para calcular la cantidad de elementos que tienen los conjuntos formados con ciertas reglas, sin que sea necesario saber enumerarlos uno a uno se utiliza el principio fundamental del conteo. Este principio establece que si un evento puede tener lugar de [image: ]maneras diferentes y, luego de sucedido éste, un segundo evento puede suceder de [image: ]maneras distintas, el número de formas diferentes en que pueden realizarse los dos eventos es:


    [image: ]


    Ejemplo.


    Si en una reunión hay 3 hombres y 4 mujeres, ¿de cuántas maneras es posible seleccionar una pareja hombre-mujer?


    Solución.


    Si [image: ]son los hombres y [image: ]son las mujeres. Se aprecia que puede haber cuatro parejas en las que [image: ]es el hombre, otras cuatro en las que [image: ]es el hombre y otras cuatro en las que el hombre es [image: ]. De esta manera se concluye que el número de parejas es [image: ].


    Si se establece que [image: ]es el evento "elegir un hombre" y [image: ]al evento "elegir una mujer". Como [image: ]puede suceder de tres maneras diferentes y

    [image: ]de cuatro maneras diferentes, la cantidad de maneras de formar una pareja (esto es que sucedan los eventos [image: ]y [image: ]) es [image: ].


    Ejemplo.


    Consideremos el conjunto [image: ], ¿cuántos números de cinco cifras diferentes se pueden formar con los elementos del conjunto [image: ]


    Solución.


    La primera cifra puede elegirse de cinco maneras diferentes, la segunda puede elegirse de cuatro maneras diferentes (no se puede usar el número colocado en el primer lugar), la tercera de tres maneras diferentes, la cuarta de dos maneras y la quinta de 1 manera. Aplicando el principio fundamental de conteo, se obtiene: [image: ].


    Ejemplo.


    El juego de placas de un automóvil consta de tres dígitos de los cuales el primero no es cero, seguidas de tres letras diferentes. ¿Cuántos juegos de placas pueden formarse? (se consideran 26 letras y 10 dígitos).


    Solución.


    La primera letra puede elegirse de 26 maneras diferentes, lo mismo sucede para las otras dos. En el primer lugar de las cifras pueden colocarse 9 dígitos porque el cero no puede estar en el primer lugar. En el siguiente lugar pueden colocarse 10 dígitos y lo mismo sucede en el tercer lugar.


    Aplicando el principio de conteo la cantidad pedida será: [image: ].


    


    II.1.2 FACTORIAL DE UN NÚMERO


    Se define como factorial de un número natural [image: ]al producto de [image: ]por todos los números que le preceden. Se denota mediante [image: ]:


    [image: ]


    Por definición, el factorial de cero es uno: [image: ]


    El factorial de un número crece de forma muy considerable.


    Ejemplos:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    


    II.1.3 ORDENACIONES


    Sea un conjunto de [image: ]elementos distintos. Si de ellos se toman grupos ordenados de elementos diferentes, a cada una de estas disposiciones se les llama ordenaciones de [image: ]elementos tomados de [image: ]en [image: ]. Esto significa que son las distintas agrupaciones que se pueden formar de manera que dos diferentes agrupaciones difieran de un elemento o en su orden.


    Ejemplo.


    Dado el conjunto M=a,b,c,d} se quiere formar los tríos ordenados de elementos sin repetir. ¿De cuántas maneras se puede hacer?


    Solución.


    Se forma una tabla con tres columnas. En la primera se ponen todos los elementos del conjunto. En la segunda, los pares derivados de cada elemento y en la tercera, las tercias derivadas de cada par:


    [image: ]


    De lo anterior, se puede resaltar que:


    
      	Se han considerado distintas aquellas disposiciones que, teniendo los mismos elementos, estos se encuentran en distinto orden.


      	Para cada elemento se obtuvieron tres disposiciones en forma de pareja.


      	Para cada pareja se obtuvieron dos nuevas disposiciones en forma de tercia.

    


    A las disposiciones obtenidas al final se les llama ordenaciones de 3 elementos tomados de entre 4 dados. La cantidad obtenida es 24 y se denota como: [image: ]


    Supóngase que se tiene un conjunto con [image: ]elementos y que se desea formar ordenaciones de elementos tomados de [image: ]en [image: ]. Siguiendo un criterio igual al usado en el ejemplo anterior, se construye una tabla en la que en la primera columna se ubica a los [image: ]elementos del conjunto tomándolos de uno en uno. En la siguiente columna, se colocan todas las parejas posibles formadas por [image: ]y los [image: ] elementos que quedan sin disponer en el conjunto. En la tercera columna se colocan las tercias formadas por las parejas y los [image: ] elementos no usados. Así se puede continuar hasta formar los arreglos de orden [image: ].


    Para cada elemento, el número de parejas [image: ]está dado por [image: ] menos [image: ]. Para cada pareja, el número de tercias [image: ]está dado por [image: ] menos [image: ]. Se aprecia que el proceso es sucesivo.


    Se puede concluir que a partir de cada ordenación de orden [image: ] se forman [image: ]ordenaciones de orden [image: ]. La cantidad obtenida será: [image: ]. Aplicando esta fórmula de forma recurrente queda:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Siguiendo el mismo razonamiento y teniendo en cuenta que [image: ], se llega a la fórmula que permite calcular la cantidad de arreglos de [image: ]elementos de orden [image: ]:


    [image: ]


    Multiplicando y dividiendo por [image: ], se obtiene:


    [image: ]


    Ejemplo.


    ¿Cuántas señales diferentes de cuatro colores pueden formarse con 7 reflectores de distinto color puestos en una línea?


    Solución.


    [image: ]


    Ejemplo.


    Dados los dígitos 2,3,5,6,7 y 9.


    a) ¿Cuántos números de tres dígitos se pueden formar?


    Solución.


    El número de ordenaciones distintas es: [image: ]


    b) ¿Cuántos números mayores de 400 se pueden formar?


    Solución.


    Para que sean mayores de 400 se deben descartar los dígitos 2 y 3 de la cifra más significativa, así que para la primera cifra hay 4 posibilidades, para la segunda hay 5 y para la tercera hay 4. Así que se pueden formar [image: ]números.


    c) ¿Cuántos números menores de 400 se pueden formar?


    Solución.


    Para que sean menores de 400 el primer dígito debe ser 2 ó 3. es decir sólo hay dos posibilidades.


    Para el segundo dígito puede ser cualquiera de los cinco restantes: [image: ]


    Para el tercer dígito puede ser cualquiera de los cuatro restantes: [image: ]


    Por lo tanto, se pueden formar: [image: ]números.


    


    II.1.4 PERMUTACIONES


    Dados [image: ]objetos diferentes [image: ], ¿de cuántas maneras es posible ordenarlos? Por ejemplo, para los elementos, b, g, hay 6 ordenaciones: abg, agb, bag, bga, gab, gba. En el caso general se tendrán [image: ]maneras de escoger un elemento que ocupará el primer lugar, [image: ]maneras de elegir el que ocupará el segundo lugar, [image: ] formas de escoger el que ocupa el tercer lugar y así sucesivamente hasta tener una forma de elegir el que ocupa el último lugar. Por lo tanto, la cantidad de maneras de ordenar [image: ] elementos diferentes es: [image: ]. Cada ordenación de los [image: ]objetos se llama una permutación simple de los [image: ]elementos y la cantidad de estas permutaciones se representa [image: ]. De esta manera [image: ]. Es decir, las permutaciones son las agrupaciones de los [image: ]elementos tomados a la vez, de manera que dos agrupaciones difieran entre sí en el orden de los elementos.


    Se puede concluir, a partir de lo anterior, que las permutaciones son un caso particular de ordenaciones, cuando se consideran todos los elementos del conjunto.


    Ejemplo.


    ¿Cuántos son los anagramas (transposiciones de letras) de la palabra PRÁCTICO?


    Solución.


    Cada anagrama de PRÁCTICO es nada más que una ordenación de las letras P, R, A, C, T, I, C, O. De esta manera la cantidad de anagramas de la palabra PRÁCTICO será [image: ].


    Ejemplo.


    ¿Cuántos son los anagramas de la palabra PRÁCTICO que comienzan y terminan en consonante?


    Solución.


    Como la palabra tiene ocho letras y hay tres vocales, la consonante inicial puede ser elegida de 5 maneras. Al empezar con una consonante, la consonante final sólo puede elegirse de 4 formas. Las restantes pueden ser arregladas entre esas dos consonantes de [image: ]formas. La respuesta es: [image: ].


    Ejemplo.


    ¿En un parque, de cuántas maneras pueden sentarse cinco chicos y cinco chicas en cinco bancas para dos, de modo que en cada banca queden un chico y una chica?


    Solución.


    El primer chico puede escoger un lugar de 10 formas, el segundo de 8 maneras, el tercero de 6 modos, el cuarto de 4 formas y el quinto de 2 maneras. Colocados los chicos, debemos colocar las 5 chicas en los 5 lugares que sobran, lo que puede ser hecho de [image: ] formas. La respuesta es: [image: ].


    


    II.1.5 COMBINACIONES


    Sea el conjunto: B = {m,n,o,p,q}


    Todos los subconjuntos que tienen tres elementos son:


    {m,n,o}, {m,n,p}, {m,n,q}, {m,o,p}, {m,o,q}, {m,p,q}, {n,o,p}, {n,o,q},{n,p,q},{o,p,q}.


    La elección de los elementos de los subconjuntos puede ser efectuada considerando las ordenaciones de cinco elementos tomados de 3 en 3. Sin embargo, algunos subconjuntos serían considerados diferentes siendo idénticos, por ejemplo, los subconjuntos {m,n,o}, {m,o,n}, {n,m,o}, {n,o,m},

    {o,m,n}, {o,n,m}. Esto sucede porque en las ordenaciones son diferentes aquellas disposiciones que tienen los mismos elementos en diferente orden. Esto significa que la cantidad [image: ]está contando cada subconjunto una vez para cada ordenación diferente de sus elementos. Como en cada subconjunto los elementos pueden ser ordenados de [image: ]formas, el total de subconjuntos será [image: ].


    Definición:


    Dado un conjunto A con [image: ] elementos, se denomina combinaciones de [image: ]elementos tomados de [image: ]en [image: ](con [image: ], a todos los subconjuntos de [image: ]elementos cada uno tomados de entre los [image: ]dados.


    Esto significa que son todas las diferentes agrupaciones que pueden formarse de tal manera que desde dichas agrupaciones difieran entre sí en al menos un elemento. Se denota mediante [image: ]o como [image: ].


    Generalizando, considerados los arreglos de [image: ]elementos tomados de [image: ]en [image: ], se debe descartar aquellos que, teniendo los mismos elementos, están dispuestos en distinto orden. Entonces resulta:


    
      [image: ]
    


    Ejemplo.


    ¿Cuántas ensaladas conteniendo exactamente cuatro frutas se pueden hacer si se dispone de diez frutas diferentes?


    Solución.


    Para hacer una ensalada basta escoger cuatro de las diez frutas, lo que puede ser efectuado de [image: ]formas.


    Ejemplo.


    De cuántas formas puede escogerse un comité, compuesto de cuatro hombres y tres mujeres, de un grupo de ocho hombres y seis mujeres?


    Solución.


    De los ocho hombres, se pueden escoger cuatro: [image: ]maneras.


    De las seis mujeres, se pueden escoger tres: [image: ]maneras.


    Por lo tanto, la forma en que el comité puede escogerse es: [image: ]


    Ejemplo.


    Se marcan cinco puntos sobre una recta [image: ]y ocho puntos sobre otra recta

    [image: ] paralela a [image: ]. ¿Cuántos triángulos existen con vértices en tres de esos trece puntos?


    Solución.


    Para determinar un triángulo se debe tomar un punto sobre [image: ]y dos sobre [image: ]o uno sobre [image: ]y dos sobre [image: ].


    El número de triángulos en el primer caso es: [image: ]


    El número de triángulos en el segundo caso es: [image: ]


    La respuesta será: [image: ].



    II.1.6 ORDENACIONES CON REPETICIÓN


    Cuando se expuso el subtema de ordenaciones, se supuso que los elementos se disponían sin repetir (las ordenaciones simples o sin repetición). Ahora se abordará el caso en que un mismo elemento pueda aparecer repetido en una misma ordenación.


    Sea el conjunto A = {a,b,c,d}.


    Siguiendo un razonamiento análogo al de la formación de las ordenaciones simples, se disponen las ordenaciones con repetición:


    
      [image: ]
    


    Se aprecia que en la primera columna se colocaron los elementos, en la segunda las ordenaciones de dos en dos y en la tercera las ordenaciones de tres en tres. En este caso, por cada elemento se obtienen tantas ordenaciones con repetición como elementos hay en el conjunto.


    Las ordenaciones con repetición de 2 elementos tomados de entre 3 dados es 9 y las ordenaciones con repetición de 3 elementos tomados de entre 3 dados es 27.


    Las ordenaciones con repetición se denotan como: [image: ]


    De esta manera, si se tienen [image: ]elementos, las ordenaciones con repetición con orden el respectivo serán:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    y así sucesivamente, por lo que:


    
      [image: ]
    


    Ejemplo.


    Con una cerradura de combinación de seis discos, de diez letras cada uno (las mismas letras en cada disco), ¿cuántas disposiciones pueden obtenerse?


    Solución.


    Serán las ordenaciones con repetición de diez letras tomadas de seis en seis. Por lo tanto:


    [image: ]



    II.1.7 COMBINACIONES CON REPETICIÓN


    De forma análoga a las ordenaciones, se puede suponer que, en una combinación, un determinado elemento pueda figurar varias veces, es decir se tratan de combinaciones con repetición. La cantidad de combinaciones con repetición de [image: ]elementos tomados de [image: ]en [image: ]se denota como

    [image: ]. Este número puede ser, evidentemente, mayor que el de las combinaciones simples de [image: ]elementos tomados de [image: ]en [image: ].


    Para observar cómo se forman estas combinaciones, considérense los elementos a, b y c. Para obtener las combinaciones de orden dos con repetición, será necesario agregar a las combinaciones simples de orden dos ab, ac, bc, los nuevos grupos donde una misma letra puede figurar hasta dos veces, o sea aa, bb, cc, teniendo en total las combinaciones con repetición de orden dos: aa, ab, ac, bb, bc, cc.


    Se deduce que las combinaciones de orden dos con repetición, de [image: ]elementos, se obtienen agregando, sucesivamente, a la derecha de cada combinación de orden uno, dicho elemento y cada uno de los subsecuentes. A partir de lo anterior, se puede concluir que para formar las combinaciones con repetición de [image: ]elementos tomados de [image: ]en [image: ], se forman las de orden anterior [image: ], y a la derecha de cada una de estas se coloca, sucesivamente, el último de los elementos que figura en ella y cada uno de los siguientes, hasta el último de los elementos dados, supuestos alineados los elementos de cada grupo en orden numérico o alfabético.


    La expresión que permite calcular la cantidad de combinaciones con repetición es:


    
      [image: ]
    


    Ejemplo.


    Dados los elementos: {§,¨, ©, ª} obtener:


    a) [image: ]


    b) [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


    c) [image: ]


    d) [image: ], [image: ]


    e) [image: ], [image: ], [image: ]


    f) Mostrar cada caso.


    Solución.


    a) [image: ]


    b) [image: ], [image: ], [image: ],


    [image: ]


    c) [image: ], [image: ], [image: ],


    [image: ]


    d) [image: ], [image: ]


    e) [image: ], [image: ], [image: ]


    [image: ]


    



    II.2 TEOREMA DEL BINOMIO


    El teorema del binomio, también llamado binomio de Newton, expresa la enésima potencia de un binomio como un polinomio. El desarrollo del binomio [image: ]posee singular importancia ya que aparece con mucha frecuencia en Matemáticas y posee diversas aplicaciones en otras áreas del conocimiento.



    II.2.1 FÓRMULA GENERAL DEL BINOMIO


    Sea un binomio de la forma [image: ].


    Si a este binomio se le multiplica sucesivamente por si mismo se obtienen las siguientes potencias:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    De lo anterior, se aprecia que:


    a) El desarrollo de [image: ]tiene [image: ]términos


    b) Las potencias de [image: ]empiezan con [image: ]en el primer término y van disminuyendo en cada término, hasta cero en el último


    c) Las potencias de [image: ]empiezan con exponente cero en el primer término y van aumentando en uno con cada término, hasta [image: ]en el último.


    d) Para cada término la suma de los exponentes de [image: ]y [image: ]es [image: ].


    e) El coeficiente del primer término es uno y el del segundo es [image: ].


    f) El coeficiente de un término cualquiera es igual al producto del coeficiente del término anterior por el exponente de [image: ]dividido entre el número que indica el orden de ese término.


    g) Los términos que equidistan de los extremos tienen coeficientes iguales.


    Ejemplo.


    [image: ]


    Aplicando las consideraciones expuestas en los incisos para el caso general se tiene:


    [image: ]


     [image: ]


    Ahora, si se introduce la notación factorial, la fórmula del binomio puede escribirse así:


    [image: ]


     [image: ]


    Ejemplo.


    Obtener el desarrollo de [image: ]


    Solución.


    Haciendo [image: ] y [image: ]


    Aplicando la fórmula se tiene:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]



    II.2.2 EL R-ÉSIMO TERMINO DEL DESARROLLO BINOMIAL


    En el desarrollo binomial:


    [image: ]


    si se decide llamar a un termino cualquiera del desarrollo como r-ésimo termino, entonces se encuentra que:


    
      	El exponente del término [image: ]del binomio es: [image: ]

    


    El exponente del término [image: ]del binomio es: [image: ]


    El denominador del coeficiente es: [image: ]


    El numerador del coeficiente es: [image: ]


    En consecuencia el r-ésimo termino de la expansión de [image: ]es:


    [image: ]


    Ejemplo.


    Encontrar el quinto término del desarrollo [image: ]


    Solución.


    [image: ], aplicando la expresión: [image: ]



    II.2.3 TEOREMA DEL BINOMIO EXPRESADO A TRAVÉS DE COMBINACIONES


    El desarrollo de la expresión [image: ]también se puede obtener aplicado la teoría del análisis combinatorio.


    Si se multiplica el binomio por si mismo de forma reiterada se obtiene:


    [image: ]


    [image: ]


     [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


     [image: ]


    Puede observarse que el número de términos o sumandos de [image: ] es ocho y es el doble que el de [image: ], ya que los términos se obtienen añadiendo al final de los cuatro una [image: ]o una [image: ]. Por su parte, el número de términos de [image: ]es 16, ya que se añade al final de cada uno de los ocho términos de [image: ]una [image: ]o una [image: ].


    De forma similar, para obtener [image: ], se procedería de la misma manera, partiendo de [image: ]y se obtendrían 32 términos.


    Por ejemplo, los términos del desarrollo [image: ]pueden obtenerse a través de un diagrama de árbol:


    [image: ]


    Si se suman los términos de cada columna, se obtienen respectivamente los desarrollos para [image: ], [image: ]y [image: ]. Cada término se obtiene de la columna anterior añadiendo al final la letra [image: ]o la letra [image: ].


    Como las letras que aparecen están multiplicando entre sí, la secuencia [image: ](por ejemplo) no es otra cosa que [image: ], y por tanto, es igual a las secuencias [image: ], [image: ]y [image: ].


    Lo que se tiene que encontrar es ¿cuántas veces aparece [image: ], cuántas [image: ], cuántas [image: ], cuántas [image: ], y cuántas [image: ]? A fin de determinar esto, se aplicará el concepto de combinaciones antes expuesto.


    Como se definieron, las combinaciones de [image: ]elementos tomados de [image: ]en [image: ], son las posibles formas de hacer arreglos de [image: ]elementos, escogiéndolos de un conjunto de [image: ]>elementos, con [image: ], de modo que dos de esos arreglos son distintos sólo si tienen algún elemento diferente (es decir, si tienen los mismos [image: ]elementos, aunque estén colocados en diferente orden, se considera el mismo grupo).


    Por ejemplo, para calcular [image: ], se deben formar grupos de dos elementos, escogiéndolos de entre cuatro elementos dados. Suponiendo que los elementos están numerados del 1 al 4. Entonces los grupos de dos elementos serán: {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3,4}.


    Regresando al desarrollo de [image: ], los términos con dos [image: ]pueden tenerlas situadas en los lugares 1º y 2º, 1º y 3º, 1º y 4º, 2º y 3º, 2º y 4º, y 3º y 4º (no hay distinción entre el caso 1º y 2º y el caso 2º y 1º). Por tanto el término con dos [image: ]del desarrollo de [image: ], es decir, el término [image: ], aparece un número de veces igual al número [image: ]. De igual modo, los términos de [image: ] con una [image: ]aparecen un número de veces igual a [image: ]. Siguiendo el mismo razonamiento se tiene que:


    [image: ]


    De acuerdo a lo anterior, se puede llegar a una generalización del desarrollo del binomio:


    [image: ]


    que en forma condensada se puede escribir como:


    [image: ]


    que es el teorema del binomio expresado a través de combinaciones.


    Para encontrar el r-ésimo término del desarrollo se aplica la siguiente expresión:


    [image: ]


    Ejemplo.


    Aplicando el binomio de Newton desarrollar [image: ]


    Solución:


    [image: ]


     [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


     [image: ]


     [image: ]


     [image: ]


    Ejemplo.


    Obtener el cuarto término de la expresión [image: ]


    Solución.


    Sustituyendo [image: ]:


    [image: ]


     [image: ]



    II.2.4 TRIÁNGULO DE PASCAL


    El triángulo de Pascal es un esquema triangular de números en cuyo vértice hay un uno que corresponde a [image: ]. En el segundo renglón hay dos números uno que corresponderán a los coeficientes de [image: ]y [image: ]respectivamente. La fila siguiente se obtiene sumando los dos números inmediatos a él en la fila precedente y luego se le agrega un uno a cada extremo de la fila.


    Después, se efectúa una relación entre los números del triángulo de Pascal y la suma de las potencias de [image: ]y [image: ], de forma que los coeficientes se asignan en el mismo orden en que aparecen. Gráficamente esto es:


    [image: ]


    Por ejemplo, para encontrar los coeficientes del desarrollo [image: ], se le aplican los factores de la fila correspondiente, tal y como se muestra en la siguiente figura:


    [image: ]


    Ejemplo.


    Aplicar el triángulo de Pascal para desarrollar [image: ]


    Solución.


    Aplicando los coeficientes respectivos se tiene:


    [image: ]


     [image: ]


     [image: ]


      [image: ]



    II.2.5 TEOREMA DEL BINOMIO CON EXPONENTES NEGATIVOS O FRACCIONARIOS


    La fórmula general para desarrollar el binomio [image: ]también es aplicable en el caso de que el exponente sea fraccionario o negativo, siempre que se cumpla que [image: ]y [image: ].


    Para el caso de que el exponente sea fraccionario, el desarrollo presenta la siguiente forma:


    [image: ]


    Por su parte, si el exponente es negativo, el desarrollo posee la siguiente forma:


    [image: ]


    Nótese como en este caso, los signos de los términos se alternan.


    Se aprecia como para ambos casos, el desarrollo posee un número infinito de términos.


    Ejemplo.


    Obtener los seis primeros términos del desarrollo [image: ]


    Solución.


    [image: ]


     [image: ]


    Ejemplo.


    Obtener los siete primeros términos del desarrollo [image: ]


    Solución.


    [image: ]


    [image: ]


     [image: ]


    [image: ]



    II.2.6 CÁLCULO DE RAÍCES POR MEDIO DEL BINOMIO


    Una de las aplicaciones que tiene el desarrollo del binomio es que pueden extraerse raíces considerando que [image: ]. Esto es:


    [image: ]


    [image: ]


    Para calcular la raíz enésima de un número cualquiera, se descompone el número en dos sumandos, de forma tal que el primero sea la mayor potencia perfecta del orden de la raíz y posteriormente se expresa como factor común.


    Ejemplos.


    Calcular de forma aproximada las siguientes raíces:


    1) [image: ]


    Solución.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    2) [image: ]


    Solución.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Nótese como los términos cada vez son más pequeños, así que para fines prácticos, basta con calcular los primero cuatro términos para tener una aproximación razonable de la raíz buscada.


    3) [image: ]


    Solución.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    


    II.2.7 INTERÉS SIMPLE E INTERÉS COMPUESTO


    Un interés es un beneficio que se obtiene al prestar una cantidad de dinero, capital, durante un cierto tiempo. Es decir, el interés es la diferencia entre el monto final y el capital inicial.


    Se llama tasa de interés o rédito al tanto por ciento al que está invertido un capital [image: ]en una unidad de tiempo (por lo general se toma como unidad de tiempo el año). La tasa anual de interés se representa por [image: ]y se expresa como un porcentaje (5%, por ejemplo) o como su equivalente en forma decimal (0.05). En los cálculos normalmente se utiliza esta última expresión, aunque la información se transmita en forma de tanto por ciento.


    Interés simple es el que se obtiene cuando los intereses producidos, durante todo el tiempo que dure una inversión, se deben únicamente al capital inicial (los intereses se retiran).


    Interés compuesto es el que se obtiene cuando al capital se le suman periódicamente (en general, los periodos son anuales) los intereses producidos. Así, al final de cada periodo, el capital que se tiene es el capital anterior más los intereses producidos por ese capital en dicho periodo (los intereses se reinvierten).


    
      	
        Fórmula del interés simple

      

    


    El interés o rédito [image: ]que produce un capital es directamente proporcional al capital inicial [image: ], al tiempo [image: ](en años) y a la tasa de interés [image: ](en decimal) :


    [image: ]


    Ejemplos.


    1) Calcular a cuánto asciende el interés simple producido por un capital de $50,000 invertido durante 4 años a una tasa del 6% anual.


    Solución


    [image: ]


    2) Calcular el interés simple producido por $20,000 durante 90 días a una tasa de interés anual del 5%.


    Solución.


    El año bancario posee 360 días, así que: [image: ]


    3) Al cabo de un año, un banco ha ingresado en una cuenta de ahorro, en concepto de intereses $1,200. La tasa de interés de esa cuenta de ahorro es del 2%. ¿Cuál es el saldo medio (capital) de dicha cuenta en ese año?


    Solución.


    Sustituyendo: [image: ]


    Despejando el capital: [image: ]


    4) Un préstamo de $40,000 se convierte al cabo de un año en $48,000. ¿Cuál es la tasa de interés cobrada?


    Solución.


    Los intereses han ascendido a: [image: ]


    Sustituyendo: [image: ]


    Despejando la tasa de interés: [image: ]


    5) Un capital de $450,000 invertido a una tasa de interés del 3% durante un cierto tiempo, ha supuesto unos intereses de $9,000. ¿Cuánto tiempo ha estado invertido?


    Solución.


    Sustituyendo: [image: ]


    Despejando el tiempo: [image: ]


    
      	
        Fórmula del interés compuesto

      

    


    Sea [image: ]un capital invertido durante [image: ]años a una tasa [image: ]de interés compuesto por cada año.


    Durante el primer año el capital produce un interés [image: ], por tanto, el monto final [image: ]será:


    [image: ]


    Después del segundo año, el monto [image: ]produce un interés [image: ], por lo tanto, el monto final [image: ]será:


    [image: ]


    Prosiguiendo de forma análoga, se puede concluir que al cabo de [image: ]años el capital inicial [image: ], invertido en la modalidad de interés compuesto se convertirá en un monto final [image: ]:


    [image: ]


    Nótese como es un caso particular del teorema del binomio.


    Aunque la fórmula del interés compuesto se dedujo para una tasa de interés anual durante [image: ]años, es también válida si los periodos de conversión (capitalización), son semestres, trimestres, días, etc., sólo que se tienen que convertir éstos a años. Por ejemplo:


    Si los periodos de conversión son semestrales, la expresión es: [image: ]


    Si los periodos de conversión son cuatrimestrales, la expresión es: [image: ]


    Si los periodos de conversión son trimestrales, la expresión es: [image: ]


    La tasa de interés se encuentra despejando de [image: ], esto es:


    [image: ]


    El capital inicial se halla despejando en la fórmula original, esto es:


    [image: ]


    Por su parte, el tiempo de inversión también se obtiene despejando en la fórmula original, utilizando las propiedades de los logaritmos, esto es:


    [image: ]


    [image: ]


    Ejemplos.


    1) Determinar el monto que se obtendrá de un capital de $50,000 después de 5 años a una tasa de interés compuesto anual del 6%.


    Solución.


    [image: ]


    2) Calcular la tasa de interés compuesto anual que se ha aplicado a un capital de $90,000 para que al final de 3 años se haya convertido en $115,000.


    Solución.


    [image: ]


    3) Un cierto capital invertido durante 8 años a una tasa de interés compuesto anual del 12% se ha convertido en $2’000,000. Calcular el capital inicial, sabiendo que los intereses se han pagado semestralmente.


    Solución.


    De la expresión [image: ]se despeja [image: ]:


    [image: ]


    4) Una persona solicitó un préstamo bancario de $40,000 para comprar un automóvil a una tasa de 24%. Si no se efectuó ningún pago, calcular el tiempo que transcurrió para que su deuda se transformara en $70,000.


    Solución.


    [image: ]



    II.3 EJERCICIOS PROPUESTOS


    Definir formalmente los siguientes conceptos:


    1) Principio fundamental de conteo


    2) Factorial de un número


    3) Permutación de [image: ]objetos


    4) Ordenación de [image: ]objetos tomados [image: ]a la vez


    5) Combinación de [image: ]objetos tomados [image: ]a la vez


    6) Si en una comida se ofrecen 5 platillos y 7 postres, ¿de cuántas maneras es posible seleccionar un arreglo platillo-postre?


    7) Hallar el número de palabras de cuatro letras diferentes, tengan o no sentido, que pueden formarse con las letras {a, d, e, m, o, r, s}.


    8) ¿Cuántas alineaciones de un equipo de fútbol se pueden formar si se dispone de 25 jugadores diferentes?


    9) ¿Cuáles es la diferencia entre una ordenación y una ordenación con repetición?


    10) ¿Existe alguna contradicción cuando se habla de una combinación con repetición?


    Dados los elementos: {L, F, W, Ñ} obtener:


    11) [image: ]


    12) [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


    13) [image: ]


    14) [image: ], [image: ]


    15) [image: ], [image: ], [image: ]


    16) Mostrar cada caso para su comprobación


    17) Explicar con palabras propias las siete características del desarrollo binomial.


    18) De acuerdo a lo anterior, desarrollar: [image: ]


    19) Deducir la fórmula general del binomio


    20) ¿Cómo se expresa el teorema del binomio en términos de combinaciones?


    21) ¿Cómo se obtiene el término r-ésimo del desarrollo binomial?


    22) ¿Cuál es la expresión compacta del Binomio de Newton?


    23) Por medio de combinaciones desarrollar: [image: ]


    24) Aplicar el binomio de Newton para encontrar el sexto término de la expresión: [image: ]


    25) ¿Cómo se obtiene el triángulo de Pascal?


    26) Utilizando el triángulo de Pascal, desarrollar: [image: ]


    27) Obtener los ocho primeros términos del desarrollo [image: ]


    28) Obtener los cinco primeros términos del desarrollo [image: ]


    
      	Calcular de forma aproximada las siguientes raíces.

    


    29) [image: ] 30) [image: ] 31) [image: ]


    32) ¿Cuál es la diferencia entre interés simple e interés compuesto?


    33) ¿Cómo se calcula el interés compuesto?


    34) ¿Qué es un periodo de capitalización?


    35) Obtener el monto que tendrá de un capital de $235,000 después de 9 años a una tasa de interés compuesto anual del 4.5%.


    36) Obtener la tasa de interés compuesto anual que se ha aplicado a un capital de $120,000 para que al final de 3 años se haya convertido en $145,000.


    37) Un cierto capital invertido durante 7 años a una tasa de interés compuesto anual del 15% se ha convertido en $1’350,000. Calcular el capital inicial, sabiendo que los intereses se han pagado cuatrimestralmente.


    38) Si un ahorrador deposita $500,000 a una tasa de 8.5% capitalizado mensualmente, calcular el tiempo que tiene que transcurrir a fin de que su deuda se duplique.

  


  
    NÚMEROS COMPLEJOS

    UNIDAD III


    III.1 DEFINICIÓN DE NÚMERO COMPLEJO


    A fin de entender la importancia del estudio de los números complejos, brevemente se definirán los diferentes conjuntos de números y se establecerán las sucesivas ampliaciones como consecuencia de la necesidad de realizar nuevas operaciones hasta llegar a la insuficiencia de los números reales.


    Cuando se habla de conjuntos numéricos se suele comenzar por el conjunto de los números naturales. Los números naturales [image: ]son aquellos que sirven para contar, es decir son:


    [image: ]


    Nótese como el cero no es un número natural y que [image: ]es un conjunto infinito. En este conjunto sólo se pueden efectuar las operaciones de suma y producto.


    Los números enteros aparecen cuando se necesita hacer restas, cuyos resultados no estén en [image: ].


    De esta manera, los números enteros se definen así:


    [image: ]


    Esto significa que [image: ]


    Este también es un conjunto infinito y en él sólo se pueden efectuar las operaciones de suma, resta y multiplicación.


    Los números racionales surgen cuando se requieren efectuar divisiones, cuyos resultados no estén en [image: ].

    Por ello, los números racionales se definen como:


    [image: ]


    Esto significa que cualquier cociente de números enteros en el que el denominador no sea cero es un número racional.


    Los números racionales también son un conjunto infinito y se pueden escribir como números decimales periódicos.


    Ejemplos de racionales pueden ser: [image: ].


    Con estos números se puede sumar, restar, multiplicar y dividir, pero no se pueden extraer raíces cuyos resultados estén no en [image: ], por lo tanto se necesita definir un nuevo conjunto:


    Así, los números irracionales, denotados por [image: ]son los números decimales que no son racionales. En general, este conjunto de números se puede clasificar como:


    [image: ]


    Ejemplos de irracionales algebraicos pueden ser: [image: ].


    Ejemplos de irracionales trascendentes pueden ser:[image: ].


    A fin de distinguir a los racionales de los irracionales basta con escribirlos en forma decimal. Son números racionales aquellos que son periódicos (sus decimales se repiten) o los que tienen un número finito de decimales. Por su parte, son números irracionales aquellos que poseen cifras decimales infinitas y que no son periódicos (sus decimales no se repiten).


    En los números irracionales se puede sumar, restar, multiplicar, dividir, extraer cualquier raíz de un número positivo y extraer raíces de números negativos pero de índice impar.


    El conjunto de los números reales es el formado por la unión de racionales e irracionales. Esto es:


    [image: ]


    En este conjunto se pueden efectuar todas las operaciones, excepto dos: la división por cero y la extracción de raíces negativas de índice par.


    Los números reales presentan insuficiencias cuando se desea extraer raíces negativas en general. Como consecuencia, se debe definir un nuevo conjunto:


    Los números imaginarios son todos aquellos que se obtienen de extraer raíces de índice par a números negativos. Su unidad es: [image: ]y su definición formal es:


    [image: ]


    Ejemplos de números imaginarios pueden ser: [image: ].


    La propiedad fundamental de los números imaginarios es que multiplicando su unidad por si misma se obtiene un número real. Esto es: [image: ]


    Con esta propiedad se resuelve el problema de la extracción de raíces cuadradas de números negativos, por ejemplo: [image: ]


    Nótese como el producto de un número imaginario puro por uno real es otro imaginario puro.


    Se denomina número complejo a toda una expresión de la forma [image: ]donde [image: ]son números reales e [image: ]es la unidad imaginaria. El primer término del binomio es la parte real del número complejo y la segunda es su parte imaginaria.


    En términos generales, el conjunto de los números complejos en forma binómica puede expresarse de la siguiente forma:


    [image: ]


    Ejemplos de números complejos:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Si [image: ], el número complejo es un imaginario puro. Si [image: ]el número complejo se convierte en un número real.


    Un número complejo es igual a cero sólo si sus dos partes son iguales a cero. Esto es:


    [image: ]


    Dos números complejos son iguales si son iguales sus respectivas partes reales e imaginarias:


    [image: ]


    Como puede versela igualdad en los números complejos requiere de dos igualdades entre números reales.



    III.2 FORMAS DE EXPRESAR NÚMEROS COMPLEJOS


    Los números complejos pueden representarse gráficamente trazando dos ejes perpendiculares. El eje de abscisas representa la parte real [image: ]del número complejo y sobre el eje de ordenadas la parte imaginaria [image: ]Por lo tanto, el número complejo [image: ] queda representado por el punto [image: ]del plano.


    [image: ]


    Ejemplo.


    Representar gráficamente los siguientes números complejos:


    [image: ]


    Solución.


    [image: ]


    El origen de coordenadas [image: ]y el punto [image: ]determinan un vector [image: ] que se puede considerar la representación vectorial del número complejo [image: ]. La longitud [image: ]del vector [image: ] se llama módulo del número complejo.


    De esta forma, a cada número complejo [image: ]corresponde un punto [image: ], y recíprocamente, a cada punto corresponde un número complejo. De este modo queda establecida una aplicación biyectiva entre los puntos del plano y los números complejos. A la manera de representar un número complejo como [image: ]se denomina forma vectorial.


    De la figura de la página anterior se aprecia que se forma un triángulo rectángulo, por lo tanto, aplicando el teorema de Pitágoras y considerando el módulo positivo, se tiene:[image: ]


    [image: ]


    Por su parte, la tangente del ángulo está dada por: [image: ]


    [image: ]


    El número [image: ]se llama módulo y [image: ]argumento del número complejo [image: ]. Si [image: ]se obtiene el argumento principal.


    La expresión [image: ] se llama forma trigonométrica del número complejo [image: ], donde [image: ]y [image: ]representan las proyecciones del módulo con respecto a los ejes, ya que se cumple que:


    [image: ]


    Si [image: ]se le abrevia como [image: ], el número complejo se expresa en su forma cis, esto es: [image: ].


    Para fines aún más prácticos, un número complejo puede expresarse en su forma polar o de Steinmetz como: [image: ]


    La relación entre la función exponencial de un exponente imaginario y las funciones trigonométricas está dada por: [image: ]. Por lo tanto, todo número complejo también puede expresarse en forma exponencial o de Euler como: [image: ]. Nótese que en esta forma, el argumento debe estar expresado en radianes.


    De acuerdo con lo anterior, se pueden resumir todas las formas de expresar un número complejo en la siguiente tabla:


    [image: ]


    Para efectuar las transformaciones entre las diversas formas se tiene que considerar lo siguiente:


    
      	Para pasar de la forma binómica a la vectorial o viceversa basta tener en cuenta la correspondencia biunívoca entre los valores: [image: ]equivale a [image: ]


      	Para convertir de la forma binómica a la forma trigonométrica se aplican las fórmulas:

    


    
      	[image: ]y [image: ]

    


    Hay que tener cuidado con la ubicación de los números en el plano a fin de no cometer errores con los signos. La siguiente tabla condensa los ajustes que deben aplicarse cuando no se tiene una calculadora que efectúe las conversiones de manera automática:


    [image: ]


    
      	Para pasar de la forma trigonométrica a la forma binómica se aplican las fórmulas:

    


    [image: ] y [image: ]


    
      	Las formas cis y polar son sólo abreviaciones de la forma trigonométrica ya que el módulo y el argumento son los mismos.


      	Para convertir de la forma trigonométrica a la exponencial el módulo no cambia pero el argumento debe expresarse en radianes. Inversamente, cuando se desea convertir de la forma exponencial a la trigonométrica debe expresarse en grados. Para ambos casos, sólo es necesario recordar que [image: ].

    


    1) Expresar el número[image: ]en todas sus formas.


    Solución.


    En forma vectorial: [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    como está en el primer cuadrante, el argumento no necesita ajuste.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    2) Dado [image: ]transformarlo a todas sus formas.


    Solución.


    En forma binómica: [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    como está en el tercer cuadrante, el argumento necesita un ajuste de 180°:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    3) Transformar el número [image: ]a todas sus formas.


    Solución:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    4) Obtener todas las equivalencias del número [image: ].


    Solución:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    5) Convertir el número [image: ] a todas sus formas.


    Solución:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    6) Expresar en sus diversas formas al número [image: ].


    Solución:


    [image: ]


    [image: ]
[image: ]

    


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]



    III.3 OPERACIONES CON NÚMEROS COMPLEJOS


    III.3.1 SUMA


    [image: ]y [image: ]dos números complejos, entonces [image: ]se define como:


    [image: ]


    Esto significa que se suman respectivamente las partes reales y las imaginarias. Esta operación sólo se puede efectuar en forma binómica y vectorial.


    Ejemplos.


    Sumar los siguientes números complejos:


    1) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    2) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    3) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    III.3.2 RESTA


    [image: ]y [image: ]dos números complejos, entonces [image: ]se define como:


    [image: ]


    Para obtener la resta de dos números complejos se restan respectivamente las partes reales y las imaginarias. Al igual que la suma, la resta sólo se puede efectuar en forma binómica y vectorial.


    Ejemplos.


    Restar los siguientes números complejos:


    1) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    2) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]


     [image: ]



    3) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]


    


    III.3.3 PRODUCTO


    [image: ]y [image: ]dos números complejos, entonces [image: ]viene dado por: [image: ], pero considerando que [image: ] y agrupando las respectivas partes reales y las imaginarias, se tiene que:


    [image: ]


    Ejemplos.


    Multiplicar los siguientes números complejos:


    1) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    2) [image: ]y [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]



    3) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]


    Sean [image: ]y [image: ]dos números complejos, entonces el producto [image: ]viene dado por:


    [image: ]


    [image: ]


    Pero se sabe que:


    [image: ]


    [image: ]


    Por lo tanto:


    [image: ]


    [image: ]y [image: ]entonces el producto [image: ]es:


    [image: ]


    [image: ]y [image: ]entonces el producto [image: ]está dado por:


    [image: ]


    Esto significa que en estos tres casos se multiplican respectivamente los módulos y se suman los argumentos. Las multiplicaciones en estas formas simplifican muchas operaciones por su facilidad.


    Ejemplos.


    Multiplicar los siguientes números complejos:


    1) [image: ] y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    2) [image: ] y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    3) [image: ] [image: ]


    [image: ]


    [image: ]y [image: ]dos números complejos, entonces el producto [image: ]se define como:


    [image: ]


    Esto significa que se multiplican respectivamente los módulos y se suman los argumentos en radianes de la exponencial.


    Ejemplos.


    Multiplicar los siguientes números complejos expresados en forma exponencial:


    1) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    2) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    III.3.4 COMPLEJOS CONJUGADOS Y COMPLEJOS OPUESTOS


    Dos números complejos se llaman conjugados si tienen iguales sus componentes reales y opuestas sus componentes imaginarias. Gráficamente son simétricos respecto del eje real (eje de abscisas).


    Esto es, dado un número complejo [image: ], su conjugado denotado como [image: ]es:


    [image: ].


    [image: ]


    Ejemplos.


    1) [image: ]


    [image: ]


    2) [image: ]


    [image: ]


    3) [image: ]


    [image: ]


    Dos números complejos se llaman opuestos si tienen opuestas sus dos componentes. Gráficamente son simétricos respecto del origen de coordenadas.


    Esto es, dado un número complejo [image: ], su opuesto denotado como [image: ]es:


    [image: ]


    [image: ]


    Propiedades:


    Si [image: ]entonces [image: ]


    [image: ]


    Si [image: ]entonces [image: ]


    Los números complejos con magnitud negativa no existen, sin embargo, algunos textos los contemplan, por lo que en ese caso se debe aplicarse la siguiente expresión para transformarlos a una notación correcta:


    [image: ]


    Similarmente, en el caso de que erróneamente se presente un número complejo con magnitud negativa y argumento negativo, debe aplicarse la siguiente expresión para convertirlo a una forma correcta:


    [image: ]


    Si se tiene un número complejo con argumento negativo y si se desea hacerlo positivo, basta con ajustarlo con:


    [image: ]


    Ejemplos.


    1) [image: ]


    2) [image: ]


    3) [image: ]



    III.3.5 COCIENTE


    [image: ]y [image: ]dos números complejos. Para obtener [image: ]basta con multiplicar el numerador y el denominador por el complejo conjugado del [image: ]a fin de que el denominador resultante sea real:


    [image: ]


    [image: ]


    Ejemplos.


    Dividir los siguientes números complejos:


    1) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]


    2) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]


    3) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]


    Sean [image: ]y [image: ]dos números complejos. El cociente [image: ]viene dado por:


    [image: ]


    si se multiplica el numerador y el denominador por el complejo conjugado de [image: ]:


    [image: ]


    [image: ]


    Pero se sabe que:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Por lo tanto:


    [image: ]


    [image: ]y [image: ], entonces el cociente [image: ]es:


    [image: ]



    De forma análoga, si [image: ]y [image: ]entonces el cociente [image: ]está dado por:


    [image: ]


    Esto significa que en estos tres casos se dividen respectivamente los módulos y se restan los argumentos. Los cocientes en estas formas también simplifican muchas operaciones por su facilidad.


    Ejemplos.


    Dividir los siguientes números complejos:


    1) [image: ] y [image: ]


    Solución:


    [image: ]


    2) [image: ] y [image: ]


    Solución:


    [image: ]


    3) [image: ] y [image: ]


    [image: ]


    [image: ]y [image: ]dos números complejos, entonces el cociente [image: ]se define como:


    [image: ]


    Esto significa que se dividen respectivamente los módulos y se restan los argumentos en radianes de la forma exponencial.


    Ejemplos.


    Dividir los siguientes números complejos expresados en forma exponencial:


    1) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]


    2) [image: ]y [image: ]


    Solución:


    [image: ]



    III.3.6 POTENCIA


    Imaginarios puros


    Las potencias de [image: ]superiores a uno se pueden reducir de la siguiente manera:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Si se graficaran los resultados anteriores se observa que las potencias inician en [image: ] y que cada vez que se multiplica por [image: ]el resultado gira 90° a la izquierda hasta que llega nuevamente a [image: ]donde empieza un nuevo ciclo.


    [image: ]


    Complejos


    Considerando que [image: ]


    Si [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    generalizando se tiene:


    [image: ]


    Esto significa que para encontrar la potencia enésima de un número complejo, basta con elevar el módulo a esa potencia y el argumento multiplicarlo por [image: ]


    De acuerdo con las equivalencias expuestas, la fórmula anterior puede escribirse en forma trigonométrica como:


    [image: ]


    Esta expresión se conoce como la fórmula de De Moivre.


    Para obtener la potencia enésima de un número complejo expresado en forma binómica se multiplica por si mismo [image: ]veces, sin embargo, en la práctica no se ocupa por la gran cantidad de operaciones que deben efectuarse.


    Ejemplos.


    1) [image: ]


    [image: ]


    2) [image: ]


    [image: ]


    3) [image: ]


    [image: ]


    Ejemplo.


    Obtener [image: ]si [image: ]mediante productos y comprobar el resultado usando la forma polar.


    Solución:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Convirtiendo [image: ]a forma polar:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Transformando este resultado a forma binómica:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Nótese como para obtener el mismo resultado en forma binómica se tuvieron que realizar más operaciones que en la forma polar. Por ello, conviene expresar el número complejo en alguna de las formas que posean módulo y argumento y aplicar la fórmula de De Moivre.


    


    III.3.7 EXTRACCIÓN DE RAÍCES


    Para extraer la raíz enésima de un número complejo de la forma [image: ], se emplea la siguiente expresión:


    [image: ]


    donde [image: ], para [image: ]entera positiva.


    A la raíz que se obtiene cuando [image: ], se le llama raíz principal, las demás raíces son cíclicas. Se aprecia que todas las raíces tienen el mismo módulo. Por lo tanto, las [image: ]raíces están situadas sobre una circunferencia de centro en el origen y radio [image: ]. Si se dividen los [image: ]en [image: ]partes, cada una de ellas mide [image: ]. De esta forma, el argumento de las raíces cíclicas se obtiene girando [image: ]veces [image: ]a partir de la raíz principal (se divide la circunferencia en [image: ]sectores circulares, del mismo tamaño a partir de la raíz principal).


    Ejemplos.


    1) Obtener las raíces cuartas de [image: ]


    Solución.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    La raíz principal es [image: ]y las raíces cíclicas se obtienen sumando reiteradamente [image: ] la cuarta parte de [image: ], que es [image: ]


    2) Obtener las raíces cúbicas de [image: ]


    Solución.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    La raíz principal es [image: ]y las raíces cíclicas se obtienen sumando reiteradamente [image: ] la tercera parte de [image: ], que es [image: ].


    3) Obtener las raíces quintas de [image: ]y representarlas gráficamente.


    Solución.


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Nótese como la raíz principal es [image: ]y las raíces cíclicas se obtienen sumando reiteradamente [image: ]a [image: ].


    [image: ]



    III.4 PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS Y EJEMPLOS


    Las propiedades que cumplen las cuatro operaciones básicas en los números complejos son las siguientes:


    Para todo [image: ]:
Cerradura:

    
      	Para la suma algebraica: [image: ]

    


    
      	Para el producto: [image: ]

    


    
      	Para el cociente: [image: ]

    


    Asociatividad:

    
      	Para la suma algebraica: [image: ]

    


    
      	Para el producto: [image: ]

    


    Conmutatividad

    
      	Para la suma: [image: ]

    


    
      	Para el producto: [image: ]

    


    Distributividad:

    
      	[image: ]

    


    Elementos idénticos:

    
      	Para la suma algebraica: [image: ]

    


    
      	Para el producto: [image: ]

    


    Elementos inversos:

    
      	Para la suma algebraica: [image: ]

    


    
      	Para el producto: [image: ]

    


    Para los complejos conjugados se cumple que:


    
      	[image: ]

    


    
      	[image: ]

    


    
      	[image: ]

    


    
      	[image: ]

    


    
      	[image: ]

    


    
      	[image: ]

    


    
      	[image: ]

    


    
      	[image: ]

    


    
      	[image: ] (parte real de [image: ])

    


    
      	[image: ](parte imaginaria de [image: ])

    


    Ejemplo.


    Dados [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], encontrar [image: ]de forma aproximada y expresar el resultado en forma polar.


    Solución.


    Convirtiendo [image: ]a forma binómica:


    [image: ]


    Convirtiendo [image: ]a forma polar:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Convirtiendo [image: ]a forma polar:


    [image: ], pero por estar en el segundo cuadrante hay que ajustar el argumento, por lo tanto:


    [image: ]


    finalmente:


    [image: ]


    Ejemplo.


    Sean [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


    Obtener [image: ]de forma aproximada y expresar el resultado en forma binómica.


    Solución.


    Convirtiendo [image: ]a forma polar:


    [image: ]


    [image: ]


     [image: ]


    [image: ]


    Convirtiendo [image: ]a forma polar y a binómica:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ], pero por estar en el tercer cuadrante hay que ajustar el argumento, por lo tanto:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Convirtiendo [image: ]a forma polar:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    finalmente:


    [image: ]


    Ejemplo.


    Dados [image: ],[image: ],[image: ],[image: ],[image: ]


    Obtener [image: ]de forma aproximada y expresar el resultado en forma trigonométrica.


    Solución.


    Convirtiendo [image: ]a forma polar:


    [image: ], pero por estar en el tercer cuadrante hay que ajustar el argumento, por lo tanto:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Convirtiendo [image: ]a forma polar y a binómica:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]

    [image: ], pero por estar en el tercer cuadrante hay que ajustar el argumento, por lo tanto:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Ejemplo.


    Sean [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], [image: ], encontrar [image: ], en forma exponencial, para que se cumpla la siguiente igualdad: [image: ]


    Solución.


    Despejando [image: ]:


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ](sólo se toma la raíz principal)


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    Convirtiendo [image: ]a forma exponencial: [image: ]


    [image: ]


    


    III.5 EJERCICIOS PROPUESTOS


    1) ¿Cómo se define un número complejo?


    2) ¿Cuáles son las seis formas de representar números complejos?


    3) Expresar las fórmulas de conversión de números complejos entre todas sus formas.


    4) Explicar el comportamiento de los argumentos con respecto a los signos de las componentes de un número complejo.


    
      	Expresar los siguientes números en todas sus formas:

    


    5) [image: ] 6)[image: ]


    7) [image: ] 8) [image: ]


    9) [image: ]  10) [image: ]


    11) [image: ]  12) [image: ]


    13) [image: ]  14) [image: ]


    15) [image: ]  16) [image: ]


    
      	Considerando los números dados y los resultados obtenidos, efectuar las siguientes operaciones:

    


    17) [image: ]  18) [image: ]


    19) [image: ]  20) [image: ]


    21) [image: ]  22) [image: ]


    23) [image: ]  24) [image: ]


    25) [image: ]  26) [image: ]


    27) [image: ]  28) [image: ]


    29) [image: ]  30) [image: ]


    31) [image: ]  32) [image: ]


    33) [image: ]  34) [image: ]


    35) [image: ]  36)[image: ]


    37) [image: ]  38) [image: ]


    39) [image: ]  40) [image: ]


    41) ¿Cuál es la diferencia entre un número complejo conjugado y uno opuesto?


    
      	Dados los siguientes números complejos: [image: ]y [image: ], comprobar que:

        


        42) [image: ]  43) [image: ]


        44) [image: ]  45) [image: ]


        46) [image: ]  47) [image: ]


        48) [image: ]  49) [image: ]


        50) [image: ]  51) [image: ]


        52) Dados los siguientes números complejos:


        [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


        Obtener: [image: ]


        53) Sean los siguientes números complejos:


        [image: ],[image: ], [image: ],[image: ]


        Hallar: [image: ]


        54) Con los siguientes números complejos:


        [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]


        Encontrar: [image: ]


        55) Dados [image: ], [image: ], [image: ],[image: ],[image: ], encontrar [image: ], en forma polar, para que se cumpla la siguiente igualdad: [image: ]


        56) Sean [image: ],[image: ], [image: ], [image: ], [image: ], hallar [image: ], en forma trigonométrica, para que se cumpla la siguiente igualdad: [image: ]

      

    

  


  
    TEORÍA DE ECUACIONES

    TEMA IV


    IV.1 DEFINICIÓN DE POLINOMIO Y DE ECUACIÓN


    Una variable es una cantidad que se simboliza por una literal y que puede tomar diferentes valores.


    Una constante es una magnitud que presenta siempre un mismo valor.


    Un monomio es una expresión del tipo: [image: ], donde [image: ]es un número real, [image: ]es la variable y [image: ]un número natural.


    Existen monomios de más de una variable. Por ejemplo: [image: ]donde [image: ]es un coeficiente real, [image: ]son las variables y [image: ]son los exponentes naturales.


    Un binomio es la expresión que se forma al sumar algebraicamente dos monomios. Por ejemplo: [image: ]


    Un trinomio es la expresión que se forma al sumar algebraicamente tres monomios. Por ejemplo: [image: ]


    Un polinomio es la suma algebraica de dos o más monomios. Si está en términos de la variable independiente [image: ], se denota como una función [image: ]y en su forma general es una expresión de la forma:


    [image: ]



    El primer término del polinomio [image: ]se conoce como el término dominante y al término [image: ]se conoce como término independiente.


    Una ecuación en [image: ]es un polinomio igualado a cero, cuyo grado es [image: ], es decir, [image: ]. Por ejemplo: [image: ]


    Una raíz es un valor que satisface la ecuación [image: ]. Por su parte se llama conjunto solución de una ecuación algebraica al conjunto de todas las raíces de una ecuación.


    Algoritmo de la división para polinomios


    Sean [image: ]y [image: ]dos polinomios con [image: ].


    Si se efectúa la división [image: ]entonces existen dos polinomios únicos [image: ]y [image: ]tales que cumplen con:


    [image: ]


    El polinomio [image: ]se llama cociente y [image: ]es el residuo de la división cuyo grado es menor que el de [image: ].


    


    IV.2 TEOREMAS NOTABLES


    Teorema fundamental del Álgebra


    El teorema fundamental del álgebra1 enunciado por Federico Gauss en 1799 establece que:


    
      “Toda ecuación en [image: ]de grado [image: ]tiene [image: ]raíces complejas”
    


    Esto significa que todo polinomio en [image: ]con coeficientes reales o complejos tiene por lo menos un factor de la forma [image: ], donde [image: ]es un número complejo.


    Teorema del residuo


    Si se tiene un polinomio [image: ]y se divide entre [image: ]el residuo de la división es [image: ].


    Demostración:


    Si se divide [image: ]entre [image: ]se tiene:


    [image: ]


    donde [image: ]es el cociente y [image: ]es el residuo.


    Si ahora se evalúa [image: ]se obtiene:


    [image: ]


    De donde [image: ]es el residuo.


    Ejemplo.


    Sea el polinomio: [image: ], comprobar el teorema de residuo si se divide entre [image: ].


    Solución.


    Dividiendo el polinomio entre [image: ]:


    [image: ]


    ahora, evaluando [image: ]:


    [image: ]


    Los resultados son iguales, lo que comprueba el teorema del residuo.


    Teorema del factor


    En un polinomio [image: ], [image: ]es un factor si y solo si [image: ]es una raíz de la ecuación [image: ].


    Demostración:


    Si [image: ]es factor de [image: ]entonces se cumple que:[image: ] porque [image: ]


    por lo tanto, [image: ]es raíz de la ecuación [image: ].


    Pero si [image: ]es raíz de la ecuación [image: ], esto implica que [image: ]


    Si se aplica el teorema del residuo se tiene que:


    [image: ]


    por lo tanto [image: ]es factor de [image: ].


    Ejemplo


    Determinar si [image: ]es factor del polinomio [image: ]


    Solución:


    Si [image: ]es raíz, entonces debe cumplir que el residuo sea cero:


    [image: ]


    Por lo tanto, [image: ]es factor del polinomio


    Comprobando:


    [image: ]


    Por lo tanto se cumple que: [image: ].


    Del teorema del factor se deduce que para todo polinomio de grado [image: ]con coeficientes complejos se puede factorizar en [image: ]factores lineales complejos de la forma [image: ].


    


    IV.3 NATURALEZA DE LAS RAÍCES DE POLINOMIOS


    IV.3.1 CLASIFICACIÓN DE LAS RAÍCES DE POLINOMIOS


    Uno de los objetivos de factorizar un polinomio es el de encontrar sus raíces, es decir, los valores de la variable para los cuales el polinomio se hace cero. Esto significa que si [image: ] son raíces de [image: ], entonces se cumple que:


    [image: ]


    Donde [image: ]es una constante, por lo tanto, es imposible que [image: ]tenga más de [image: ]raíces.


    En términos generales, las raíces de un polinomio [image: ] se pueden clasificar de la siguiente forma:


    [image: ]


    Ejemplos:


    1) [image: ]


    [image: ](raíz racional positiva)


    2) [image: ]


    [image: ](raíz racional negativa)


    3) [image: ]


    [image: ]


    [image: ](raíz racional igual a cero)


    4) [image: ]


    [image: ](raíces irracionales, una positiva y otra negativa)


    5) [image: ]


    [image: ]


    [image: ](raíces complejas conjugadas)


    Cada raíz real gráficamente representa una intersección de la función [image: ]con el eje de las abscisas.


    Ejemplo.


    La gráfica representa a un polinomio que posee cuatro raíces reales: tres racionales y una irracional:


    [image: ]


    Cuando se evalúan dos diferentes valores en [image: ]y los signos cambian entonces existe una raíz entre estos valores.


    


    IV.3.2 RAÍCES ENTERAS DE POLINOMIOS. DIVISIÓN SINTÉTICA


    Para hallar las raíces enteras de un polinomio [image: ]de coeficientes enteros, basta con probar con cada uno de los divisores del término independiente.


    Ejemplos.


    Encontrar las raíces enteras de los siguientes polinomios:


    1) [image: ]


    Solución:


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Se evalúa cada uno hasta que se encuentre una raíz:


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    Como [image: ] es una raíz, entonces [image: ]lo divide:


    [image: ]


    Por lo tanto, [image: ]y las raíces son: [image: ]y [image: ]


    2) [image: ]


    Solución:


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Se evalúa cada uno hasta que se encuentre una raíz:


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    Como [image: ] es una raíz, entonces [image: ]lo divide:


    [image: ]


    Del polinomio restante, [image: ]se repite el proceso.


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Se evalúa cada uno hasta que se encuentre una raíz:


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    Como [image: ] es una raíz, entonces [image: ]lo divide:


    [image: ]


    Por lo tanto, [image: ] y las raíces son: [image: ], [image: ]y [image: ]


    3) [image: ]


    Solución:


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    para [image: ][image: ]


    Entonces [image: ]no posee raíces enteras.


    Existe un proceso alternativo al expuesto, conocido como división sintética. Este es un proceso que simplifica las operaciones y su metodología es la siguiente:


    1. Acomodar de manera descendente los términos del polinomio


    2. Escribir en una primera fila solo los coeficientes y rellenar con ceros los términos que no existan


    3. Escribir fuera de la casilla el valor que se prueba como una factible raíz


    4. Copiar el primer coeficiente en la tercera fila


    5. Multiplicar el valor por el primer coeficiente y ubicarlo en la segunda fila


    6. Hacer la suma con el correspondiente de la primera fila y ubicarlo en la tercera fila


    7. Repetir sucesivamente los pasos 5 y 6 hasta encontrar un valor cuyo residuo sea cero.


    8. Del polinomio reducido, efectuar el mismo procedimiento hasta que se llegue a un polinomio de grado dos, a fin de que se pueda factorizar o bien aplicar la ecuación de segundo grado.


    Este proceso es a prueba y a error con los divisores, y su eficiencia depende de interpretar los residuos ya que entre más próximos estén del cero, más cerca se estará de encontrar la raíz.


    Cotas superior e inferior de raíces de polinomios


    En el proceso de obtener cada una de las raíces, los cálculos se simplifican considerablemente si se sabe que se localizan en un cierto intervalo [image: ]. Para todo fin práctico, se deben buscar los números [image: ]y [image: ]de forma que se garantice que todas las raíces del polinomio se encuentren en dicho intervalo. El número [image: ]es una cota inferior y el número [image: ]es una cota superior de las raíces del polinomio.


    Las condiciones para que un número sea cota de las raíces de un polinomio son las siguientes:


    Si al efectuar la división sintética de [image: ]entre [image: ]y todos los coeficientes tanto del cociente como del residuo son positivos o cero, entonces [image: ]es una cota superior para las raíces.


    Si al efectuar la división sintética de [image: ]entre [image: ]y si los signos de los coeficientes tanto del cociente como del residuo presentan signos alternados (en este caso el cero se toma como si fuera positivo), entonces [image: ]es una cota inferior para las raíces.


    Ejemplo.


    Encontrar las raíces enteras de los siguientes polinomios:


    1) [image: ]


    Solución.


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    Eso significa que no es raíz pero es cota inferior.


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La primera raíz es [image: ]


    Trabajando ahora con el polinomio reducido:


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    No es raíz ni cota.


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La segunda raíz es [image: ]


    El polinomio reducido que queda es: [image: ]


    despejando se tiene la tercera raíz: [image: ]


    2) [image: ]


    Solución.


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    Eso significa que no es raíz pero es cota inferior.


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La primera raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido:


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    No es raíz pero es cota superior.


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La segunda raíz es [image: ]


    El polinomio reducido que queda es: [image: ]


    Factorizando se tiene: [image: ]


    Por lo tanto: [image: ]y [image: ]


    3) [image: ]


    Solución.


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La primera raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido:


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La segunda raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido:


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La tercera raíz es [image: ]


    El polinomio reducido que queda es: [image: ]


    Factorizando se tiene: [image: ]


    Por lo tanto: [image: ]y [image: ]


    


    IV.3.3 RAÍCES RACIONALES DE POLINOMIOS


    Si [image: ]son todos los factores del término independiente y [image: ]los factores del término dominante, entonces las posibles raíces de un polinomio [image: ]con coeficientes enteros están dadas por alguno de los cocientes de la forma [image: ].


    Ejemplo.


    Determinar las factibles raíces del polinomio [image: ]


    Solución.


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Los divisores del coeficiente del término principal son: [image: ]


    Las posibles raíces racionales son: [image: ]


    Ejemplo.


    Encontrar las raíces racionales del polinomio [image: ]


    Solución.


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Los divisores del coeficiente del término principal son: [image: ]


    Las posibles raíces racionales son:


    [image: ]


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    No es raíz ni cota.


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La primera raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido:


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La segunda raíz es [image: ]


    El polinomio reducido que queda es: [image: ]


    Por lo tanto la tercera raíz: [image: ]


    Si un polinomio con coeficientes enteros cumple que tanto el coeficiente del término dominante, el término independiente y [image: ]son impares, entonces no posee raíces racionales.


    Ejemplo.


    Determinar si el polinomio [image: ]tiene raíces racionales.


    Solución:


    [image: ]


    y como [image: ]y [image: ]entonces el polinomio no posee raíces racionales ya que los tres valores son impares.


    Regla de los signos de Descartes


    Si [image: ]es un polinomio expresado en forma descendente y con término independiente diferente de cero, entonces:


    
      	El número de raíces positivas es igual al número de cambios de signos que tenga [image: ], o ese número disminuido en pares.

    


    
      	El número de raíces negativas es igual al número de cambios de signos que tenga [image: ], o ese número disminuido en pares.

    


    Ejemplo.


    Determinar el factible número de raíces positivas y negativas de los siguientes polinomios:


    1) [image: ]


    Solución.


    El polinomio presenta tres cambios de signo, así que puede tener tres raíces positivas o sólo una.


    [image: ]


    el polinomio presenta dos cambios de signo, así que tiene dos raíces negativas o ninguna.


    2) [image: ]


    Solución.


    El polinomio presenta cuatro cambios de signo, así que puede tener cuatro, dos o cero raíces positivas.


    [image: ]


     [image: ]


    el polinomio presenta dos cambios de signo, así que tiene dos raíces negativas o ninguna.


    3) [image: ]


    Solución.


    En primer lugar, el polinomio se ordena: [image: ]


    El polinomio presenta un cambio de signo, así que sólo tiene una raíz positiva.


    [image: ]


    el polinomio presenta dos cambios de signo, así que tiene dos raíces negativas o ninguna.


    (nótese como para aplicar esta regla no se consideran los términos en [image: ], [image: ]y en [image: ].


    


    IV.3.4 RAÍCES IRRACIONALES DE POLINOMIOS. SOLUCIÓN NUMÉRICA


    Por su misma naturaleza, no existe una forma de encontrar raíces irracionales exactas. Por ello, es necesario aplicar recursos numéricos a fin de encontrar las raíces de una función [image: ], es decir, aquellos puntos en los que [image: ].


    Encontrar las raíces de un polinomio equivale a resolver la ecuación y obtener los valores de [image: ]que la cumplen. Para resolver esto, existen un conjunto de métodos que se denominan métodos cerrados2. Son métodos iterativos que se van aproximando a la solución y en los que se garantiza su convergencia (hallar la raíz del polinomio). Por su sencillez, el método más utilizado es el de bisección.


    El método de bisección necesita una función [image: ] continua en un intervalo [image: ]que cambie de signo en dicho intervalo. En ese caso, se cumple que [image: ].


    Los pasos que sigue este método (que puede aplicarse a cualquier raíz real) son tres:


    1) Se busca un intervalo [image: ] donde [image: ] sea continua y que cumpla con [image: ]


    2) Se busca el punto medio del intervalo [image: ]y se calcula el valor de la función en dicho punto [image: ]


    3) Si [image: ], entonces el nuevo intervalo es [image: ]


    De esta manera, el punto [image: ]se va aproximando a la solución. El método termina cuando se supera un error determinado. Cabe señalar que el intervalo inicial debe determinarse de forma que entre más pequeño sea, el número de cálculos será menor. Además, el error dependerá del grado de aproximación que se quiera tener. Para fines prácticos, cuando en las iteraciones se obtienen dos valores sucesivos con cuatro decimales iguales, entonces el error es despreciable.


    Ejemplo.


    Determinar de forma aproximada las raíces irracionales del polinomio [image: ]


    Solución.


    Evaluando [image: ]


    Evaluando [image: ]


    Como tienen signos contrarios, la raíz se encuentra en el intervalo [image: ]


    Bisectando el intervalo: [image: ]


    Evaluando [image: ]


    Como tiene signo negativo, la raíz se encuentra en el intervalo [image: ]


    Bisectando el intervalo: [image: ]


    Evaluando [image: ]


    Como tiene signo positivo, la raíz se encuentra en el intervalo [image: ]


    Repitiendo el proceso y elaborando una tabla se tiene:


    [image: ]


    La aproximación es suficientemente aceptable con cuatro decimales, así que se puede concluir que [image: ]


    Como es una ecuación de segundo grado, la otra raíz debe encontrarse de forma similar:


    Evaluando [image: ]


    Evaluando [image: ]


    Como tienen signos contrarios, la raíz se encuentra en el intervalo [image: ]


    Bisectando el intervalo: [image: ]


    Evaluando [image: ]


    Como tiene signo negativo, la raíz se encuentra en el intervalo [image: ]


    Bisectando el intervalo: [image: ]


    Evaluando [image: ]


    Como tiene signo positivo, la raíz se encuentra en el intervalo [image: ]


    Repitiendo el proceso y elaborando una tabla se tiene:


    
      [image: ]

      

    


    La aproximación es suficientemente aceptable con cuatro decimales, así que se puede concluir que [image: ]


    Ejemplo.


    Determinar de forma aproximada la raíz irracional del polinomio [image: ]


    Solución.


    Evaluando [image: ]


    Evaluando [image: ]


    No hay cambio de signo.


    Evaluando [image: ]


    Tampoco hay cambio de signo pero el resultado cada vez es menor.


    Evaluando [image: ]


    Como tienen signos contrarios, la raíz se encuentra en el intervalo [image: ]


    Bisectando el intervalo: [image: ]


    Evaluando [image: ]


    Como tiene signo negativo, la raíz se encuentra en el intervalo [image: ]


    Bisectando el intervalo: [image: ]


    Evaluando [image: ]


    Como tiene signo positivo, la raíz se encuentra en el intervalo [image: ]


    Iterando y resumiendo en una tabla se tiene:


    [image: ]


    La aproximación es suficientemente aceptable con cuatro decimales, así que se puede concluir que [image: ]


    


    IV.3.5 RAÍCES COMPLEJAS DE POLINOMIOS


    Si un polinomio [image: ]tiene coeficientes reales y si [image: ]con [image: ]es una raíz compleja, entonces su conjugado [image: ]también es una raíz. En general, las raíces complejas siempre se presentan en pares conjugados.


    A fin de encontrar las raíces de un polinomio cuadrático de la forma [image: ], se aplica la fórmula general para ecuaciones de segundo grado:


    [image: ]


    y si el discriminante [image: ]es negativo, las raíces son complejas.


    Ejemplo.


    Encontrar las raíces complejas del polinomio [image: ]


    Solución.


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Los divisores del coeficiente del término principal son: [image: ]


    Las posibles raíces racionales son:


    [image: ]


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    No es raíz pero es cota superior.


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La primera raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido: [image: ].


    Como el discriminante [image: ], eso significa que las raíces son complejas.


    Ahora, aplicando la fórmula general para ecuaciones de segundo grado:


    [image: ]


    La segunda raíz es [image: ]y la tercera es su conjugado: [image: ]


    Ejemplo.


    Encontrar las raíces complejas del polinomio [image: ]


    Solución.


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Los divisores del coeficiente del término principal son: [image: ]


    Las posibles raíces racionales son:


    [image: ]


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    No es raíz pero es cota inferior.


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La primera raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido: [image: ].


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La segunda raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido: [image: ].


    Como el discriminante [image: ], eso significa que las raíces son complejas.


    Ahora, aplicando la fórmula general para ecuaciones de segundo grado:


    [image: ]


    La tercera raíz es [image: ]y la cuarta es su conjugado: [image: ]


    Ejemplo.


    Encontrar las raíces complejas del polinomio [image: ]


    Solución.


    Haciendo: [image: ]el polinomio se convierte en: [image: ]


    Factorizando: [image: ]


    Las raíces en este caso son: [image: ]y [image: ]


    Para el primer valor se obtienen dos raíces:


    [image: ]


    Para el segundo valor también se obtienen dos raíces:


    [image: ]


    Por lo tanto: [image: ]


    


    IV.4 EJEMPLOS DE CÁLCULO DE RAÍCES DE POLINOMIOS


    Ejemplos


    Aplicando toda la teoría expuesta, encontrar las raíces de los siguientes polinomios:


    1) [image: ]


    Solución.


    Aplicando la regla de Descartes se tiene:


    [image: ]tiene tres cambios de signo


    [image: ]no presenta cambio de signos, así que no tiene raíces negativas.


    Por lo tanto el polinomio tiene tres raíces positivas obien una positiva y dos complejas:


    [image: ]


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Los divisores del coeficiente del término principal son: [image: ]


    Las posibles raíces enteras son:


    [image: ]


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La primera raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido: [image: ].


    Como la ecuación de segundo grado no es completa, no es necesario aplicar la fórmula general para ecuaciones de segundo grado, basta con despejar: [image: ]


    La segunda raíz es [image: ]y la tercera es su conjugado: [image: ]


    2) [image: ]


    Solución.


    Aplicando la regla de Descartes se tiene:


    [image: ]tiene tres cambios de signo


    [image: ]


    presenta un cambio de signo, así que tiene una raíz negativa.


    Por lo tanto, las raíces del polinomio poseen las siguientes posibilidades:


    [image: ]


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Los divisores del coeficiente del término principal son: [image: ]


    Las posibles raíces racionales son [image: ], que en este caso son bastantes, así que conviene encontrar cotas:


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    No es raíz pero es cota inferior.


    Probando con un valor cercano: [image: ]:


    [image: ]


    La primera raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido: [image: ].


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La segunda raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido: [image: ].


    Como el discriminante [image: ], eso significa que las raíces son complejas.


    Ahora, aplicando la fórmula general para ecuaciones de segundo grado:


    [image: ]


    La tercera raíz es [image: ]y la cuarta es su conjugado: [image: ]


    3) [image: ]


    Solución.


    Aplicando la regla de Descartes se tiene:


    [image: ]tiene un cambio de signo


    [image: ]


    presenta cuatro cambios de signo, así que tiene cuatro, dos o cero raíces negativas.


    Por lo tanto, las raíces del polinomio tiene las siguientes posibilidades:


    [image: ]


    Los divisores del término independiente son: [image: ]


    Los divisores del coeficiente del término principal son: [image: ]


    Las posibles raíces racionales son:


    [image: ]


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La primera raíz es [image: ]


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La segunda raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido: [image: ].


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    No es raíz pero es cota superior.


    Probando con [image: ]:


    [image: ]


    La tercera raíz es [image: ]


    Trabajando con el polinomio reducido: [image: ].


    Como la ecuación de segundo grado no es completa, no es necesario aplicar la fórmula general para la ecuación de segundo grado, basta con despejar:


    [image: ]


    La cuarta raíz es [image: ]y la quinta es su conjugado: [image: ]


    


    IV.5 EJERCICIOS PROPUESTOS


    1) Explicar la diferencia entre polinomio y ecuación.


    2) ¿Qué establece el algoritmo de la división entre polinomios?


    3) ¿De acuerdo con el teorema fundamental del álgebra, un polinomio de grado [image: ]puede tener más de [image: ]raíces complejas? ¿Por qué?


    4) Explicar con palabras el teorema del residuo.


    5) ¿En qué consiste el teorema del factor?


    6) Dado el polinomio: [image: ], comprobar el teorema de residuo si se divide entre [image: ].


    7) ¿El binomio [image: ]será factor del polinomio [image: ]?


    8) ¿Cómo se clasifican las raíces de un polinomio?


    9) ¿En que consiste el proceso de división sintética?


    10) ¿Qué son las cotas superior e inferior de raíces de polinomios?


    11) Cómo se obtienen las factibles las raíces enteras de un polinomio de coeficientes enteros?


    
      	Encontrar las raíces enteras de los siguientes polinomios:

    


    12) [image: ] 13) [image: ]


    14) [image: ]


    15) ¿Cómo se obtienen las factibles las raíces racionales de un polinomio de coeficientes enteros?


    16) ¿En qué consiste la regla de los signos de Descartes?


    
      	Encontrar las raíces racionales de los siguientes polinomios:

    


    17) [image: ] 18) [image: ]


    19) [image: ]


    20) ¿Cómo se puede saber si un polinomio tiene raíces racionales?


    21) Establecer un ejemplo de un polinomio que no tenga raíces racionales.


    22) ¿En qué consiste el método de bisección para encontrar raíces irracionales?


    
      	Aplicando el método de bisección, encontrar de forma aproximada las raíces irracionales de los siguientes polinomios

    


    23) [image: ] 24) [image: ]


    25) [image: ]


    26) ¿Cómo se presentan las raíces complejas en un polinomio?


    
      	Obtener las raíces complejas de los siguientes polinomios:

    


    27) [image: ] 28) [image: ]


    29) [image: ]


    Aplicando todos los conceptos vistos, hallar las raíces de los siguientes polinomios:


    30) [image: ] 31) [image: ]


    32) [image: ] 33) [image: ]


    1Este teorema necesita de resultados de una rama de las Matemáticas superiores conocida como funciones de variable compleja, por lo que escapa de los alcances de este libro su demostración.[regresar]


    2Existen otros métodos más eficientes para encontrar las raíces numéricas de polinomios tales como el Newton-Raphson o el de Gauss-Seidel, sin embargo, por ser un libro de carácter introductorio, aquí sólo se abordará el método de bisección.[regresar]

  


  INECUACIONES

  TEMA V


  Una desigualdad es la expresión de dos cantidades tales que una es mayor que otra. Esto es, dadas dos cantidades [image: ]y [image: ], entonces se cumple que: [image: ]([image: ] mayor que [image: ]) o bien que: [image: ]([image: ] menor que [image: ]).


  Las desigualdades en general se clasifican en absolutas y condicionales.


  Las desigualdades absolutas son aquellas que se cumplen sea cual sea el valor real que se sustituye. Por ejemplo: [image: ]


  Las desigualdades condicionales son aquellas que sólo se cumplen para ciertos valores de las variables. Por ejemplo [image: ]sólo se cumple para valores de [image: ]mayores de [image: ]. A este tipo de desigualdades se les denomina inecuaciones.


  A diferencia de las ecuaciones, que sólo se verifican para algunos valores de la variable, las inecuaciones tienen infinitas soluciones.


  


  V.1 INTERVALOS DE NÚMEROS REALES


  Un intervalo describe un rango entre dos valores pertenecientes a los números reales tales que [image: ], es decir, es un segmento limitado de la recta numérica.


  Por su contenido, los intervalos se clasifican en cuatro tipos:


  1. Cerrados


  Son aquellos intervalos que si tocan a sus extremos. Se definen como: [image: ]


  2. Abiertos


  Son aquellos intervalos que no tocan a sus extremos. Se definen como:[image: ]


  3. Semiabiertos


  Por la izquierda: son aquellos intervalos que incluyen a su extremo superior: [image: ]


  Por la derecha: son aquellos intervalos que incluyen a su extremo inferior: [image: ]


  4. Infinitos


  Cerrados a la izquierda: [image: ]


  Cerrados a la derecha: [image: ]


  Abiertos a la izquierda: [image: ]


  Abiertos a la derecha: [image: ]


  Abierto completamente: es aquel que contiene a todos los números reales: [image: ]


  


  V.2 PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES


  1. Si a los dos miembros de una desigualdad se les suma o resta un mismo número real la desigualdad se mantiene. Esto es: sea [image: ] un número cualquiera, si [image: ]


  Ejemplo.


  Se sabe que: [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  2. Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por un mismo número [image: ]positivo la desigualdad se mantiene.


  Ejemplos.


  a) Se sabe que: [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  b) Se sabe que: [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  3. Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por un mismo número [image: ]negativo la desigualdad cambia de sentido.


  Ejemplos.


  a) Se sabe que:[image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  b) Se sabe que:[image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  


  V.3 RESOLUCIÓN DE INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA VARIABLE


  Las inecuaciones de primer grado en [image: ]son de la forma [image: ], [image: ]. Es decir, son las que tienen la incógnita con exponente uno.


  El objetivo es despejar [image: ], respetando las normas de las propiedades con desigualdades. En este sentido, la metodología para resolver inecuaciones de primer grado es similar a la de resolver ecuaciones de primer grado, sin embargo, presenta una salvedad:


  1. Se suprimen los paréntesis (si los hay)


  2. Se quitan denominadores (si los hay)


  3. Se aplican los inversos aditivos correspondientes a cada uno de los sumandos. En la práctica, esto significa pasar términos de un miembro a otro cambiando los signos (si está sumando pasa restando y si está restando pasa sumando).


  4. Se aplican los inversos multiplicativos positivos correspondientes cuando sea necesario. En la práctica, esto significa pasar factores o denominadores positivos de un miembro a otro (si está multiplicando pasa dividiendo y si está dividiendo pasa multiplicando).


  5. Se invierte el sentido de la desigualdad cuando se aplican los inversos multiplicativos negativos correspondientes. Esto significa que si un coeficiente negativo está multiplicando y se pasa dividiendo o si está dividiendo se pasa multiplicando, el sentido de la desigualdad cambia. Este es el paso diferente a las ecuaciones.


  La interpretación gráfica de la solución de una inecuación de primer grado en [image: ]es un intervalo en la recta numérica que se comporta de acuerdo a lo siguiente:


  Si [image: ]implica que es el intervalo [image: ], es decir, son todos los números reales ubicados a la derecha de [image: ]


  Si [image: ]implica que es el intervalo [image: ], es decir, son todos los números reales ubicados a la izquierda de [image: ]


  Si[image: ]implica que es el intervalo [image: ], es decir, son todos los números reales que están entre[image: ]y [image: ].


  Gráficamente:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Resolver las siguientes inecuaciones de primer grado:


  1) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  2) [image: ]


  Solución.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  Multiplicando por [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  4) [image: ]


  Solución.


  Caso 1:


  Si el denominador es positivo la desigualdad no cambia, esto es, si [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  pero [image: ]


  dadas las dos restricciones, la solución para este caso es: [image: ]


  Caso 2:


  Si el denominador es negativo la desigualdad si cambia, esto es, si [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  pero [image: ]


  dadas las dos restricciones, la solución para este caso es: [image: ]


  Considerando ambos resultados, el conjunto solución es: [image: ]


  5) [image: ]


  Solución.


  Sabiendo que: [image: ]:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  6) [image: ]


  Solución.


  Sabiendo que: [image: ]; [image: ]


  [image: ]; [image: ]


  [image: ]; [image: ]


  [image: ]; [image: ]


  [image: ]; [image: ]


  [image: ]; [image: ]


  7) [image: ]


  Solución.


  Considerando la ecuación:


  [image: ]


  Los valores absolutos de dos números son iguales si dichos números son iguales o son opuestos en signo, por lo tanto, se cumple que:


  [image: ] y [image: ]


  resolviendo la primera ecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  resolviendo la segunda ecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Los puntos encontrados dividen la recta en tres intervalos:[image: ].


  Probando con valores intermedios a fin de saber cuáles cumplen con la desigualdad:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  como [image: ] no es menor que [image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  como [image: ]si es menor que [image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  como [image: ]no es menor que [image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  Por lo tanto, el conjunto solución es el intervalo [image: ], es decir, [image: ].


  


  V.4 RESOLUCIÓN DE INECUACIONES SIMULTÁNEAS DE PRIMER GRADO CON UNA VARIABLE


  Las inecuaciones simultáneas son aquellos sistemas de desigualdades que se satisfacen con los mismos valores.


  Para encontrar el conjunto solución de inecuaciones simultáneas se resuelve una a la vez, se analizan cada uno de sus resultados y se obtienen los valores que verifican a todas las desigualdades.


  En general, [image: ]y [image: ]son las dos restricciones de cada una de las inecuaciones simultáneas y si [image: ], existen cuatro posibilidades:


  
    	Si [image: ]y [image: ], la solución es [image: ].


    	Si [image: ]y [image: ], la solución es [image: ].


    	Si [image: ]y [image: ], la solución es [image: ].


    	Si [image: ]y [image: ], no hay solución.

  


  Gráficamente:


  [image: ]


  



  Ejemplos.


  Resolver las siguientes inecuaciones simultáneas.


  1) [image: ]


  Solución.


  Resolviendo la primera inecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Resolviendo la segunda inecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Como las dos restricciones son “mayores que”, se toma el más grande, por lo tanto, la solución es: [image: ]


  [image: ]


  Solución.


  Resolviendo la primera inecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Resolviendo la segunda inecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: *]


  Como las dos restricciones son “menores que”, se toma el más pequeño, por lo tanto, la solución es: [image: ]


  3) [image: ]


  Solución.


  Resolviendo la primera inecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Resolviendo la segunda inecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Como una las dos restricciones es “mayor que”, la otra es “menor que” y se intersectan, entonces, la solución es [image: ].


  4) [image: ]


  Solución.


  Resolviendo la primera inecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Resolviendo la segunda inecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Como una de las restricciones es “mayor que”, la otra es “menor que”, pero no se intersectan, entonces no existe solución.


  


  V.5 RESOLUCIÓN DE INECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA VARIABLE


  Las desigualdades de segundo grado o cuadráticas son del tipo[image: ]o bien del tipo[image: ].


  El objeto de su resolución es encontrar los intervalos que satisfacen la inecuación, teniendo en cuenta lo siguiente:


  
    	Cuando se presenta en la forma[image: ], el resultado es un intervalo dado por[image: ], [image: ], donde[image: ]es la raíz más grande y[image: ]la más pequeña.

  


  
    	Cuando se presenta en la forma[image: ], el resultado es un intervalo dado por[image: ], donde[image: ]es la raíz más grande y[image: ]la más pequeña.

  


  
    	Si el discriminante[image: ]entonces la inecuación no tiene solución.

  


  Gráficamente:


  [image: ]


  Ejemplos.


  Obtener los valores de[image: ]para los cuales se cumplen las siguientes inecuaciones cuadráticas:


  1)[image: ]


  Solución.


  Considerando la ecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  el conjunto solución es:[image: ],[image: ]


  2)[image: ]


  Solución.


  Considerando la ecuación:


  [image: ]


  factorizando:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  el conjunto solución es:[image: ]


  3)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Aplicando la fórmula general:


  [image: ]


  [image: ]


  el conjunto solución aproximado es:[image: ],[image: ]


  4)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Aplicando la fórmula general:


  [image: ]


  [image: ]


  el conjunto solución aproximadamente es:[image: ]


  También se pueden resolver por factorización, obteniendo la solución de cada factor, calculando posteriormente la intersección de las soluciones.


  5)[image: ]


  Solución.


  Resolviendo por factorización al considerar la ecuación:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  el conjunto solución es:[image: ],[image: ]


  6)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Aplicando la fórmula general:


  [image: ]


  no existe solución.


  7)[image: ]


  Solución.


  Sabiendo que:[image: ]:


  [image: ]


  esto es un sistema de dos desigualdades cuadráticas, que se puede escribir como:


  [image: ]

  Resolviendo la primera inecuación:


  [image: ]


  Aplicando la fórmula general:


  [image: ]


  [image: ]


  el conjunto solución[image: ]aproximado es:[image: ]


  Resolviendo la segunda inecuación:


  [image: ]


  Aplicando la fórmula general:


  [image: ]


  [image: ]


  el conjunto solución[image: ]es:[image: ],[image: ]


  Finalmente, al ser inecuaciones simultáneas, el conjunto solución del sistema es la intersección de ambas soluciones:[image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  gráficamente esto es:


  [image: ]


  



  V.6 DESIGUALDADES DE COCIENTE DE POLINOMIOS


  Sean dos polinomios[image: ]y[image: ]. Si se tiene una desigualdad de la forma[image: ]o bien[image: ], la solución puede encontrarse mediante la siguiente metodología:


  1) Se ordenan de forma tal que el segundo miembro sea cero


  2) Se factorizan ambos polinomios


  3) Se encuentran las raíces de ambos polinomios.


  4) Conocido el número de raíces[image: ], se forman los[image: ]intervalos correspondientes


  5) Se prueba con valores intermedios de cada uno de los intervalos a fin de saber si satisface la inecuación original


  6) Se obtiene la unión de los intervalos que satisfacen la inecuación.


  Ejemplos.


  Obtener la solución de las siguientes inecuaciones:


  1)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Las raíces son:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Los puntos encontrados dividen la recta en cuatro intervalos:[image: ].


  Probando con valores intermedios a fin de saber cuáles cumplen con la desigualdad:


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es mayor que[image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es mayor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es mayor que[image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es mayor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  Por lo tanto, el conjunto solución es la unión de los intervalos que cumplen la desigualdad:[image: ]


  2)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Las raíces son:


  [image: ]


  [image: ]


  Los puntos encontrados dividen la recta en tres intervalos:[image: ].


  Probando con valores intermedios a fin de saber cuáles cumplen con la desigualdad:


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es menor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es menor que[image: ]no se satisface la desigualdad original para ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es menor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  Por lo tanto, el conjunto solución es la unión de los intervalos que cumplen la desigualdad:[image: ]


  3)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Las raíces son:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Los puntos encontrados dividen la recta en cuatro intervalos:[image: ].


  Probando con valores intermedios a fin de saber cuáles cumplen con la desigualdad:


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es menor que[image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es menor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es menor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es menor que[image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  Por lo tanto, el conjunto solución es la unión de los intervalos que cumplen la desigualdad:[image: ]


  4)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Las raíces son:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Los puntos encontrados dividen la recta en cuatro intervalos:[image: ].


  Probando con valores intermedios a fin de saber cuáles cumplen con la desigualdad:


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es mayor que[image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es mayor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es mayor que[image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es mayor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  Por lo tanto, el conjunto solución es la unión de los intervalos que cumplen la desigualdad:[image: ]


  5)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  Las raíces son:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Los puntos encontrados dividen la recta en cuatro intervalos:[image: ]


  Probando con valores intermedios a fin de saber cuáles cumplen con la desigualdad:


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es menor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es menor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es menor que[image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es menor que[image: ]no se satisface la desigualdad original en ningún punto de ese intervalo.


  Por lo tanto, el conjunto solución es la unión de los intervalos que cumple la desigualdad:[image: ]


  6)[image: ]


  Solución.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Las raíces son:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  Los puntos encontrados dividen la recta en cuatro intervalos:[image: ]


  Probando con valores intermedios a fin de saber cuáles cumplen con la desigualdad:


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es mayor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es mayor que[image: ]no se satisface la desigualdad original para ningún punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]si es mayor que[image: ]se satisface la desigualdad original para cualquier punto de ese intervalo.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  como[image: ]no es mayor que[image: ]no se satisface la desigualdad original para ningún punto de ese intervalo.


  Por lo tanto, el conjunto solución es la unión de los intervalos que cumple la desigualdad:[image: ]


  


  V.7 EJERCICIOS PROPUESTOS


  1) ¿Cómo se clasifican las desigualdades? Establecer dos ejemplos de cada tipo


  2) ¿Puede hablarse de una solución única en una inecuación?


  3) ¿Cómo se clasifican los intervalos?


  
    	Graficar los siguientes intervalos:

  


  4)[image: ] 5)[image: ] 6)[image: ]


  7)[image: ] 8)[image: ] 9)[image: ]


  10)[image: ] 11)[image: ] 12)[image: ]


  13) Explicar las tres propiedades de las desigualdades


  14) Comprobar que si[image: ], con[image: ]


  15) Comprobar que si[image: ], con[image: ]


  16) Comprobar que si[image: ], con[image: ]


  17) Comprobar que si[image: ], con[image: ]


  18) Comprobar que si[image: ], con[image: ]


  19) Explicar la interpretación gráfica de la solución de una inecuación de primer grado.


  20) Resolver las siguientes inecuaciones de primer grado:


  21)[image: ] 22)[image: ]


  23)[image: ] 24)[image: ]


  25)[image: ] 26)[image: ]


  27)[image: ] 28)[image: ]


  29) Exponer las cuatro posibilidades de resultados de las inecuaciones simultáneas con una variable.


  
    	Resolver las siguientes inecuaciones simultáneas:

  


  30)[image: ] 31)[image: ]


  32)[image: ] 33)[image: ]


  34) ¿Cuáles son los posibles escenarios de solución para inecuaciones cuadráticas en una variable?


  35)[image: ] 36)[image: ]


  37)[image: ] 38)[image: ]


  39)[image: ] 40)[image: ]


  41)[image: ] 42)[image: ]


  43) ¿Cuál es el proceso que se sigue para resolver las desigualdades del cociente de polinomios?


  44) Obtener la solución de las siguientes inecuaciones:


  45)[image: ] 46)[image: ]


  47)[image: ] 48)[image: ]


  49)[image: ] 50)[image: ]


  MATRICES Y DETERMINANTES

  TEMA VI


  VI.1 DEFINICIÓN DE MATRIZ


  Una matriz es un conjunto de números, objetos u operadores, dispuestos en un arreglo bidimensional de renglones y columnas, encerrados entre paréntesis rectangulares, que obedecen a ciertas reglas algebraicas.


  Ejemplos de matrices:


  
    [image: ],  [image: ],  [image: ],  [image: ]

    Cada una de las partes integrantes del arreglo es llamado elemento de la matriz y su localización en el arreglo es identificado por un sistema de doble subíndice, en el cual el primer subíndice indica el renglón y el segundo subíndice indica la columna.


    [image: ]


    En donde el elemento [image: ]está localizado en el renglón i-ésimo y la j-ésima columna del arreglo [image: ].


    Una matriz que tiene [image: ]renglones y [image: ]columnas se dice que es una matriz de orden [image: ] x [image: ] (se lee como matriz de orden [image: ]por [image: ]).


    Cuando se trata de matrices muy grandes se representan con una sola letra mayúscula, o por un solo elemento con doble índice:


    [image: ]


    donde [image: ]va desde [image: ]hasta [image: ]y [image: ] va desde [image: ]hasta [image: ]


    Una matriz con un solo renglón o con una sola columna es conocida como vector renglón o vector columna respectivamente. Por ejemplo, la matriz [image: ]es un vector renglón de [image: ]y la matriz [image: ]es un vector columna de [image: ]:


    [image: ], [image: ]


    Una matriz es cuadrada si posee el mismo número de renglones y de columnas:


    Ejemplo.


    [image: ]


    La diagonal principal de una matriz cuadrada es el conjunto de elementos que aparecen sobre la diagonal del arreglo que va desde el extremo superior izquierdo al extremo inferior derecho, es decir, aquellos elementos [image: ]. En el ejemplo anterior los elementos de la diagonal principal son [image: ].


    La traza de una matriz cuadrada es la suma de los elementos de su diagonal principal. Se denota como [image: ].


    Ejemplo.


    Para la matriz anterior, su traza es: [image: ]


    La transpuesta de una matriz [image: ]es la matriz designada por [image: ]ó [image: ]en donde los renglones de [image: ]son las columnas de [image: ], esto es, si:


    [image: ]


    Ejemplos.


    a) [image: ]; [image: ]


    b) [image: ];  [image: ]


    Dos matrices se dice que son iguales si son del mismo orden y todos los elementos de la matriz son idénticos a sus correspondientes elementos de la otra matriz.


    Ejemplo.


    [image: ]; [image: ]


    [image: ]


    


    VI.2 OPERACIONES CON MATRICES


    Suma


    La suma de matrices [image: ]se define como [image: ]. Esto es, la suma de matrices es igual a la suma de los elementos correspondientes de ambas matrices que tienen el mismo orden.


    Ejemplo.


    [image: ]; [image: ]


    [image: ]


    La operación suma cumple con las siguientes propiedades:


    Propiedad asociativa: [image: ]


    Propiedad conmutativa: [image: ]


    Ejemplos.


    a) [image: ]


     [image: ]


    b) [image: ]


    Diferencia


    La diferencia o resta de matrices [image: ]se define como [image: ]. Esto es, la diferencia de matrices es igual a la resta de los elementos correspondientes de ambas matrices que tienen el mismo orden.


    Ejemplo.


    [image: ]; [image: ]


    [image: ]


    Multiplicación de una matriz por un escalar


    El producto de una matriz [image: ]por un escalar [image: ]se define como: [image: ], esto es, se multiplica cada uno de los elementos de la matriz por el escalar.


    Ejemplo.


    [image: ];  [image: ];  [image: ]


    Multiplicación de matrices


    Para efectuar el producto de dos matrices se requiere que el número de columnas de la primera matriz sea igual que el número de renglones de la segunda. Cuando sucede esto se dice que las matrices son conformables para la multiplicación. Esto es, si [image: ]es de orden [image: ]y [image: ]es de orden [image: ] el orden de la matriz producto es [image: ].


    Los elementos de la matriz producto [image: ]se definen de la siguiente manera:


    [image: ]


    donde [image: ]va desde [image: ]hasta [image: ]y [image: ] va desde [image: ]hasta [image: ].


    El elemento que ocupa la posición [image: ]de la matriz [image: ]de [image: ]filas y [image: ]columnas, se obtiene sumando los productos de los elementos de la fila [image: ]de [image: ]por los elementos de la columna [image: ]de [image: ].


    Ejemplos.


    1) [image: ]; [image: ]


    [image: ]


    2) [image: ]; [image: ]


    [image: ]


    3) [image: ]; [image: ]


    [image: ]


    4) [image: ]; [image: ]


    [image: ]


    5) [image: ]; [image: ]


    No son conformables para el producto.


    En general, el producto de matrices no es conmutativo: [image: ]


    Ejemplo.


    [image: ]; [image: ]


    [image: ]


     [image: ]


     [image: ]


    [image: ]


     [image: ]


     [image: ]


    [image: ]


    El producto definido de matrices acepta las siguientes propiedades:


    Propiedad asociativa: [image: ]


    Propiedad distributiva de la multiplicación respecto a la suma: [image: ]


    


    VI.3 MATRICES ESPECIALES


    1. Matriz cero (matriz nula)


    Es aquella matriz, la cual puede ser de cualquier orden, en la que todos sus elementos valen cero.


    [image: ]


    sus propiedades son:


    [image: ]


    [image: ]


    Ejemplo.


    Sean: [image: ]; [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    2. Matriz identidad (matriz unitaria)


    Es una matriz cuadrada de orden [image: ]tal que todos los elementos de su diagonal principal son uno y los elementos fuera de ella son cero.


    [image: ]


    La propiedad principal de una matriz cuadrada es que:


    [image: ]


    Ejemplo.


    Sean: [image: ]; [image: ]


    [image: ]


    [image: ]


    3. Matriz diagonal


    Es una matriz cuadrada de orden [image: ]tal que todos los elementos fuera de su diagonal principal son cero.


    [image: ]


    Ejemplo.


    [image: ]


    4. Matriz triangular superior


    Es una matriz cuadrada de orden [image: ]en la cual todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero.


    [image: ]para [image: ]


    [image: ]


    Ejemplo.


    [image: ]


    5. Matriz triangular inferior


    Es una matriz cuadrada de orden [image: ]en la cual todos los elementos por arriba de la diagonal principal son cero.


    [image: ]para [image: ]


    [image: ]


    Ejemplo.


    [image: ]


    6. Matriz simétrica


    Se dice que una matriz cuadrada es simétrica si es igual a su propia transpuesta: [image: ]


    [image: ]para toda [image: ]y para toda [image: ]


    Ejemplo.


    [image: ]


    7. Matriz antisimétrica


    Se dice que una matriz cuadrada es antisimétrica si es igual al negativo de su propia transpuesta: [image: ]


    
      [image: ]para toda [image: ]y para toda [image: ]

      Ejemplo.


      [image: ]


      8. Matriz conjugada


      Sea [image: ]una matriz de números complejos. Si se reemplaza cada elemento por su complejo conjugado se obtiene [image: ]que es su matriz conjugada.


      Ejemplo.


      [image: ]


      [image: ]


      9. Matriz hermitiana


      Se dice que una matriz de números complejos cuadrada es hermitiana, denotada como [image: ], si es igual a su propia transpuesta conjugada: [image: ]


      
        [image: ]para toda [image: ]y para toda [image: ]

        Ejemplo.


        [image: ]


        [image: ]


        [image: ]


        10. Matriz antihermitiana1


        Se dice que una matriz de números complejos cuadrada es antihermitiana si es igual al negativo de su propia transpuesta conjugada: [image: ]


        
          [image: ]para toda [image: ]y para toda [image: ]

          Ejemplo.


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          


          VI.4 DETERMINANTES


          VI.4.1 DEFINICIÓN


          Sea [image: ]una matriz cuadrada de orden [image: ]. Se define como determinante de [image: ](denotado como [image: ], [image: ]ó [image: ]) a la suma de los [image: ]productos (signados) formados por n-factores que se obtienen al multiplicar n-elementos de la matriz de tal forma que cada producto contenga un sólo elemento de cada fila y columna de [image: ].


          Esto significa que un determinante es un valor numérico [image: ]que está relacionado con una matriz cuadrada y que sigue ciertas reglas para su cálculo .


          [image: ]


          Dos matrices diferentes (tanto en orden como en elementos) pueden tener igual determinante. Nótese como la notación de determinante no presenta los corchetes (a diferencia de las matrices) sino sólo líneas.


          


          VI.4.2 CÁLCULO DE DETERMINANTES DE SEGUNDO Y TERCER ORDEN. REGLA DE SARRUS


          Para calcular determinantes de segundo y tercer grado el método más simple es el de multiplicación diagonal, mejor conocido como Regla de Sarrus.


          Esta regla establece que para una matriz de segundo orden [image: ], su determinante se calcula de la siguiente manera:


          [image: ]


          esto significa que el determinante de segundo orden es el producto de los elementos de la diagonal principal menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria.


          Ejemplos.


          1) [image: ]


          2) [image: ]


          3) [image: ]


          La regla de Sarrus aplicada a una matriz de tercer orden [image: ], establece que su determinante se calcula como:


          [image: ]


          esto significa que el determinante de segundo orden es la suma de los productos de los elementos de la diagonal principal y sus dos paralelas, menos la suma de los productos de los elementos de la diagonal secundaria y sus dos paralelas.


          Ejemplos.


          1) [image: ]


          [image: ]


          2) [image: ]


          [image: ]


          3) [image: ]


          [image: ]


          


          VI.4.3 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES


          1. Si todos los elementos de una columna o de un renglón son cero, entonces el determinante es cero.


          Ejemplos.


          1) [image: ]


          2) [image: ]


          2. El determinante de la matriz [image: ]es igual al determinante de la matriz [image: ]


          Ejemplo.


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          3. Si cada elemento de un renglón o una columna es multiplicado por un escalar [image: ], el determinante es también multiplicado por [image: ].


          Ejemplos.


          [image: ]


          Multiplicando el primer renglón por [image: ]


          [image: ]


          Multiplicando la primera columna por [image: ]


          [image: ]


          en general:


          [image: ]


          4. Si se intercambian dos renglones o (columnas) el signo del determinante cambia.


          Ejemplos.


          [image: ]


          intercambiando renglones:


          [image: ]


          intercambiando columnas:


          [image: ]


          5. Si un renglón (o columna) se traslada [image: ]renglones (o columnas) entonces el determinante obtenido es igual a: [image: ]


          Ejemplo.


          [image: ] [image: ]


          si se mueve la primera columna, dos posiciones, entonces:


          [image: ]


          [image: ]


          si se mueve el primer renglón, una posición, se tiene:


          [image: ]


          [image: ]


          6. Si dos renglones o dos columnas son iguales, entonces el determinante es cero.


          Ejemplos.


          1) [image: ]


          2) [image: ]


          7. Un determinante no cambia de valor si a todos los elementos de un renglón (o columna) le son sumados o restados los elementos de otro renglón (o columna) multiplicados por un escalar:


          [image: ]


          Ejemplo.


          [image: ]


          sumando a la primera columna la segunda multiplicada por [image: ]:


          [image: ]


          al segundo renglón de [image: ]se le resta tres veces el primer renglón:


          [image: ]


          Esta propiedad es muy empleada para obtener ceros y así simplificar el cálculo del determinante.


          Ejemplo.


          [image: ]


          


          VI.4.4 MENOR DE UN ELEMENTO


          Sea un determinante de orden [image: ], correspondiente a una matriz [image: ]:


          [image: ]


          Se define el menor de un elemento [image: ]al determinante que resulta de eliminar el renglón [image: ]y la columna [image: ]. Si se denota como [image: ]a tal determinante, se tiene:


          [image: ]


          Ejemplos.


          Dado el determinante:


          [image: ]


          Algunos menores son:


          [image: ]


          Ejemplo.


          Dado el determinante:


          [image: ]


          Encontrar el menor [image: ]


          Solución:


          [image: ]


          


          VI.4.5 COFACTOR DE UN ELEMENTO


          Se define el cofactor de un elemento [image: ], el cual se denota [image: ], como:


          [image: ]


          es decir, el cofactor es igual al menor multiplicado por [image: ]ó [image: ], dependiendo si la suma de los dos subíndices es par o impar, respectivamente.


          Ejemplo.


          Calcular los cofactores del siguiente determinante:


          [image: ]


          Solución:


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          Ejemplo.


          Calcular los cofactores de los elementos correspondientes al primer renglón del siguiente determinante:


          [image: ]


          Solución.


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          El determinante de una matriz [image: ]de cualquier orden puede obtenerse mediante la suma de los productos de los elementos de cualquier renglón o columna por sus respectivos cofactores:


          [image: ]


          Para el renglón [image: ]o la columna [image: ].


          Así, para un determinante de tercer orden, se tiene:


          [image: ]


          [image: ]


          esto significa que se elige el primer renglón y se suman los elementos por sus respectivos cofactores.


          Este procedimiento también puede aplicarse a columnas, por ejemplo, para el caso anterior:


          [image: ]


          esto significa que se elige la tercera columna y se suman los elementos por sus respectivos cofactores.


          Ejemplo.


          Calcular el siguiente determinante aplicando cofactores:


          [image: ]


          Tomando el primer renglón se tiene:


          [image: ][image: ]


          Ahora, tomando la segunda columna se tiene:


          [image: ][image: ]


          Cuando aparecen varios ceros en un renglón o en una columna, a fin de simplificar el cálculo de un determinante, es conveniente utilizar ese renglón o columna.


          Ejemplo.


          [image: ]


          [image: ]


          calculando el cofactor [image: ]y tomando el segundo renglón se tiene:


          [image: ][image: ]


          


          VI.4.6 MATRIZ ADJUNTA


          Si [image: ]es una matriz cuadrada y [image: ]es el cofactor de [image: ], se define la matriz adjunta de [image: ], denotada [image: ], como la matriz de cofactores de su transpuesta.


          [image: ]


          Esto significa que para encontrar la matriz adjunta primero se traspone la matriz y después, con base en ella, se calcula la matriz de cofactores.


          Ejemplo.


          Obtener la matriz adjunta de:


          [image: ]


          La matriz transpuesta es:


          [image: ]


          La matriz de cofactores de la matriz transpuesta es:


          [image: ]


          Ejemplo.


          Encontrar la matriz adjunta de:


          [image: ]


          Solución.


          [image: ]


          [image: ]


          


          VI.5 MATRIZ INVERSA


          VI.5.1 MATRIZ INVERSA POR EL MÉTODO DE LA ADJUNTA


          En el álgebra matricial, la división no está definida. La inversión de matrices es la contraparte de la división en álgebra.


          La inversa de una matriz está definida como aquella matriz, que multiplicada por la original da por resultado la matriz identidad, se denota como [image: ]:


          [image: ]


          esto se cumple siempre y cuando [image: ].


          La matriz inversa se obtiene en su forma clásica, de la siguiente manera:


          [image: ]


          El procedimiento para obtener la matriz inversa de una matriz [image: ]por el método de la adjunta es el siguiente:


          
            	Se calcula el determinante de [image: ]. Si [image: ]entonces tiene matriz inversa (en caso contrario se dice que es una matriz singular)


            	Se obtiene la transpuesta de [image: ], es decir, [image: ]


            	Se calcula la matriz de cofactores de [image: ], dando lugar a la matriz adjunta de [image: ], esto es, [image: ]


            	Se forma el producto [image: ].

          


          Ejemplo.


          Obtener la matriz inversa de:


          [image: ]


          Solución.


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          Comprobación:


          [image: ]


           [image: ]


          Ejemplo.


          Obtener la matriz inversa de:


          [image: ]


          Solución.


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          Comprobación:


          [image: ]


           [image: ]


           [image: ]


          La inversa de una matriz diagonal se obtiene invirtiendo sus términos, esto es, si:


          [image: ]


          La inversa de un producto de matrices se obtiene de la siguiente regla:


          [image: ]


          


          VI.5.2 MATRIZ INVERSA POR TRANSFORMACIONES ELEMENTALES


          El método se basa en agregar a la matriz original una matriz identidad del mismo orden. El objetivo de este método es producir ceros y unos en el lado de la matriz original, los unos deben estar alojados en la diagonal principal, y los ceros fuera de la diagonal principal, cuando se termine el proceso, la matriz que resulta del lado donde se añadió la matriz unitaria, será la matriz inversa.


          Ejemplo.


          Obtener la matriz inversa de:


          [image: ]


          Solución.


          Se agrega una matriz unitaria de segundo orden:


          [image: ]


          dividiendo entre [image: ]el primer renglón:


          [image: ]


          multiplicando por [image: ]el primer renglón y sumando al segundo:


          [image: ]


          dividiendo entre [image: ]el segundo renglón:


          [image: ]


          multiplicando por [image: ]el segundo renglón y sumando al primero:


          [image: ]


          por lo tanto:


          [image: ]


          Comprobación:


          [image: ]


           [image: ]


          Ejemplo.


          Obtener la matriz inversa de:


          [image: ]


          Solución.


          Se agrega una matriz unitaria de tercer orden:


          [image: ]


          dividiendo entre [image: ]el primer renglón:


          [image: ]


          multiplicando por [image: ]el primer renglón y sumando al segundo:


          [image: ]


          multiplicando por [image: ]el primer renglón y sumando al tercero:


          [image: ]


          dividiendo entre [image: ]el segundo renglón:


          [image: ]


          multiplicando por [image: ]el segundo renglón y sumando al primero:


          [image: ]


          multiplicando por [image: ]el segundo renglón y sumando al tercero:


          [image: ]


          dividiendo entre [image: ]el tercer renglón:


          [image: ]


          multiplicando por [image: ]el tercer renglón y sumando al primero:


          [image: ]


          multiplicando por [image: ]el tercer renglón y sumando al segundo:


          [image: ]


          por lo tanto:


          [image: ]


          Comprobación:


          [image: ]


           [image: ]


           [image: ]


          


          IV.6 SOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES


          Muchos problemas de la vida real obligan a resolver simultáneamente varias ecuaciones lineales para hallar las soluciones comunes a todas ellas. También resultan muy útiles en geometría (las ecuaciones lineales se interpretan como rectas y planos, y resolver un sistema equivale a estudiar la posición relativa de estas figuras geométricas en el plano o en el espacio).


          Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales que se puede escribir de forma tradicional así :


          [image: ]



          Un sistema así expresado tiene [image: ]ecuaciones y [image: ] incógnitas, donde [image: ] son los coeficientes reales del sistema, los valores [image: ] son los términos independientes del sistema y las incógnitas [image: ] son las variables del sistema. La solución del sistema es un conjunto ordenado de números reales [image: ]tales que al sustituir en las incógnitas satisfacen a la vez las [image: ] ecuaciones del sistema.


          Este mismo sistema de ecuaciones lineales en notación matricial tiene esta forma :


          [image: ]


          [image: ]


          donde:


          [image: ]es una matriz de coeficientes


          [image: ]es un vector de constantes


          [image: ]es un vector de incógnitas


          


          VI.6.1 MÉTODO DE LA MATRIZ INVERSA


          Sea la ecuación matricial: [image: ]que denota un sistema de ecuaciones lineales.


          Esta ecuación puede ser resuelta para [image: ], premultiplicando [image: ]por su inversa, y para no alterar el resultado, también se premultiplica [image: ]por la inversa de [image: ]:


          [image: ], esto es:


          [image: ]


          Ejemplos.


          Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:


          1) [image: ]


          Solución.


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          2) [image: ]


          Solución.


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          


          VI.6.2 MÉTODO DE ELIMINACIÓN DE GAUSS


          Dado un sistema de [image: ]ecuaciones con [image: ]incógnitas el método de eliminación de Gauss consiste en obtener un sistema equivalente cuya primera ecuación tenga [image: ] incógnitas, la segunda [image: ], la tercera [image: ], y así sucesivamente hasta llegar a la última ecuación, que tendrá una sola incógnita. Hecho esto, se resuelve la última ecuación, a continuación la penúltima, y así hasta llegar a la primera. Es decir, el método de Gauss consiste en triangular la matriz de coeficientes.


          [image: ]


          Esto significa que se deben eliminar [image: ]en la segunda ecuación, [image: ]y [image: ]en la tercera ecuación, [image: ], [image: ]y [image: ]en la tercera ecuación, etc. Finalmente en la última ecuación, se deben eliminar todos los coeficientes excepto el de la variable [image: ]. Una vez que se modificaron todas las ecuaciones, la solución es completada por sustitución desde la última ecuación hacia las anteriores.


          Ejemplos.


          Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:


          1) [image: ]


          Solución.


          multiplicando la ecuación [image: ]por [image: ]:


          [image: ]


          multiplicando la ecuación [image: ]por [image: ]y se suma a la ecuación [image: ]:


          [image: ]


          multiplicando la ecuación [image: ]por [image: ]:


          [image: ]


          conocida [image: ], se sustituye en [image: ]y se despeja [image: ], terminando el proceso:


          [image: ]


          [image: ]


          2) [image: ]


          Solución.


          Multiplicando la ecuación [image: ]por [image: ]:


          [image: ]


          multiplicando la ecuación [image: ]por [image: ]y se suma a la ecuación [image: ]:


          [image: ]


          multiplicando la ecuación [image: ]por [image: ]:


          [image: ]


          multiplicando la ecuación [image: ]por [image: ]y se suma a la ecuación [image: ]:


          [image: ]


          multiplicando la ecuación [image: ]por [image: ]y se suma a la ecuación [image: ]:


          [image: ]


          A fin de apreciar mejor el resultado, se adopta el siguiente orden:


          [image: ]


          [image: ]


          [image: ]


          se observa que se debe convertir en [image: ]el coeficiente de [image: ]de [image: ]para obtener la solución de esa variable y comenzar la solución hacia atrás, así que se multiplica dicha ecuación por [image: ]:


          [image: ]


          conocida [image: ], se sustituye en [image: ]y se despeja [image: ]:


          [image: ]


          estos dos valores se sustituyen en [image: ]y se despeja [image: ], terminando el proceso:


          [image: ]


          [image: ]


          


          VI.6.3 REGLA DE CRAMER


          La regla de Cramer es aplicable para aquellos sistemas que tienen igual número de ecuaciones que de incógnitas [image: ]y el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero. Es decir, para sistemas de que tienen siempre una solución única (compatibles determinados).


          [image: ]


          El valor de cada incógnita [image: ] se obtiene de un cociente cuyo denominador es el determinante de la matriz de coeficientes y cuyo numerador es el determinante que se obtiene al cambiar la columna [image: ]del determinante de la matriz de coeficientes por la columna de los términos independientes.


          Ejemplos.


          Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones:


          1) [image: ]


          Solución.


          [image: ]


          Para calcular [image: ], se sustituyen los términos independientes en la primera columna:


          [image: ]


          Para calcular [image: ], se sustituyen los términos independientes en la segunda columna:


          [image: ]


          [image: ]


          2) [image: ]


          Solución:


          [image: ]


          Para calcular [image: ], se sustituyen los términos independientes en la primera columna:


          [image: ]


          Para calcular [image: ], se sustituyen los términos independientes en la segunda columna:


          [image: ]


          Para calcular [image: ], se sustituyen los términos independientes en la tercera columna:


          [image: ]


          [image: ]


          


          VI.7 EJERCICIOS PROPUESTOS


          1) Definir el concepto de matriz


          2) ¿Qué es el orden de una matriz?


          3) ¿Cuál es la diferencia entre un vector renglón y un vector columna?


          4) ¿Qué es una matriz es cuadrada?


          5) ¿Cuándo son iguales dos matrices?


          6) ¿Qué es la transpuesta de una matriz, cómo se representa?


          7) Dadas las siguientes matrices, obtener su orden:


          [image: ]; [image: ]; [image: ]; [image: ];


          [image: ];[image: ]; [image: ]; [image: ]


          [image: ]; [image: ]; [image: ]


          
            	De las matrices anteriores, obtener:

          


          8) [image: ]  9)[image: ] 10) [image: ] 11) [image: ]


          12) [image: ] 13) [image: ] 14) [image: ] 15) [image: ]


          16) [image: ] 17) [image: ] 18) [image: ] 19) [image: ]


          20) ¿Cuándo se puede efectuar el producto de dos matrices?


          De las matrices anteriores, obtener:


          21) [image: ] 22) [image: ] 23) [image: ] 24) [image: ]


          
            	Crear lo siguiente:

          


          25) La matriz cero de cuarto orden.


          26) La matriz identidad de quinto orden.


          27) Una matriz diagonal de sexto orden.


          28) Una matriz triangular superior de cuarto orden.


          29) Una matriz triangular inferior de quinto orden.


          30) Una matriz simétrica de tercer orden.


          31) Una matriz antisimétrica de segundo orden.


          32) Una matriz hermitiana de tercer orden.


          33) Una matriz antihermitiana de segundo orden.


          34) Definir el concepto de determinante de una matriz.


          
            	Aplicando la regla de Sarrus, calcular determinantes de las siguientes matrices:

          


          35) [image: ] 36) [image: ]


          37) [image: ] 38) [image: ]


          39) Explicar las siete propiedades de los determinantes.


          40) ¿Cómo se define el menor de un elemento [image: ]?


          41) ¿Cómo se define el cofactor de un elemento [image: ]?


          
            	Determinar los menores y los cofactores de todos los elementos de las siguientes matrices:

          


          42) [image: ] 43) [image: ]


          44) ¿Cómo se calcula un determinante por medio de cofactores?


          45) Calcular el siguiente determinante aplicando cofactores: [image: ]


          46) ¿Cómo se obtiene una matriz adjunta?


          
            	Obtener las matrices adjuntas de:

          


          47) [image: ] 48) [image: ]


          49) ¿Qué es una matriz inversa, cuáles son sus propiedades?


          50) ¿Qué es una matriz singular?


          
            	Dadas las matrices previamente definidas, obtener mediante el método de la adjunta:

          


          51) [image: ] 52) [image: ] 53) [image: ] 54) [image: ]


          
            	Dadas las matrices anteriormente definidas, encontrar a través del método transformaciones elementales:

          


          55) [image: ] 56) [image: ]


          57) ¿Cómo se puede representar matricialmente un sistema de ecuaciones?


          
            	Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando matrices:

          


          58) [image: ] 59) [image: ]


          
            	Obtener la solución de los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando el método de eliminación de Gauss:

          


          60) [image: ] 61) [image: ]


          
            	Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando la regla de Cramer:

          


          62) [image: ] 63) [image: ]

        


        1 Las matrices simétricas son un caso especial de las hermitianas y las matrices antisimétricas son un caso especial de las antihermitianas. Por lo tanto, toda matriz simétrica es hermitiana, pero una matriz hermitiana no necesariamente es simétrica. De la misma forma, toda matriz antisimétrica es antihermitiana, pero una matriz antihermitiana no necesariamente es antisimétrica.[regresar]
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